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Si  racconta  che  un  gruppo  di  allevatori  avesse  comprato  alla  fiera  dello  Stato  un 
assortimento di galline da primo premio ma, quando le portarono nel pollaio, scoprirono che 
c’era un problema: niente uova. Per far sì che le galline cominciassero a deporre le uova, gli 
allevatori  provarono  ogni  metodo  immaginabile:  musica  rilassante  nel  pollaio,  faretti, 
moquette a pelo lungo, tutti senza alcun risultato. Disperati, chiesero aiuto a un ingegnere. 
Dopo  aver  studiato  per  una  settimana  il  problema,  sotto  tutti  i punti  di  vista,  l’ingegnere 
convocò  gli  allevatori  in  una  sala  conferenze  e  annunciò  trionfante  che  aveva  risolto  il 
problema. Ma si ritrovarono con il morale a terra quando cominciò la lezione disegnando alla 
lavagna un grande cerchio e dicendo: «Immaginate un pollo sferico …». 
Mi  si  perdonerà  di  avere  raccontato  l’aneddoto1  sostituendo  il  fisico  teorico  con 
l’ingegnere, ma credo che la storiella calzi a pennello ugualmente. In fondo sostituire una 
torre  di  80  metri  con  una  lunghissima  trave  conficcata  nel  terreno  e  una  grande  massa 
sferoidale in sommità non si allontana poi molto dal concepire polli sferici, anzi. Entrambi gli 
approcci  non  mirano  ad  altro  che  a  rappresentare  la  realtà  attraverso  un  modello 
semplificato. Tuttavia questo approccio, per definizione, non tiene in conto di tutte le variabili 
del  problema  e  potrebbe  talvolta  risultare  troppo  semplicistico.  L’alternativa  è  quella  di 
annegare in mare di dettagli tecnici, alcuni cruciali e altri per nulla pertinenti al problema in 
questione. Sta alla bravura e all’esperienza dell’ingegnere, in questo caso, stabilire di volta in 
volta quali fattori siano strettamente necessari alla definizione di un buon modello e quali 
rischino di essere semplicemente delle inutili complicanze. 
Nel presente lavoro di tesi si propone di descrivere e analizzare il  comportamento 
degli edifici alti alle azioni orizzontali, generalmente rappresentate dall’azione sismica e da 
quella  del  vento.  E’  un’opinione  comune,  e  condivisibile,  attribuire  all’evento  sismico  una 
maggiore pericolosità rispetto al fenomeno del vento sulle facciate degli edifici e questo è 
senz’altro  vero  soprattutto  ragionando  in  termini  di  collasso.  Tuttavia  l’azione  del  vento 
risulta  particolarmente  gravosa  quando  si  tratta  di  condurre  analisi  di  abitabilità  di 
costruzioni molto alte. Infatti, pur sapendo che il vento non porta al crollo della struttura,  
abitare in un appartamento che “dondola” rischia di essere particolarmente fastidioso. 
Nel  Capitolo  1  verranno  introdotti  gli  edifici  alti  e  le  loro  principali  tipologie 
costruttive, con un’ampia carrellata di esempi e cenni sull’evoluzione che queste strutture 
hanno subito nei secoli. Si presenterà brevemente anche quella che è la filosofia della verifica 
di abitabilità, ossia del comfort degli edifici. 
Nel Capitolo 2 verranno presentati gli approcci teorici e i modelli ingegneristici adottati 
nelle verifiche poi eseguite al Capitolo 3. In particolare ci si è concentrati sui sistemi a molti 
gradi  di  libertà  e  sui  sistemi  a  un  solo  grado  di  libertà  equivalente  con  cui  si  intende 
rappresentare l’azione sismica. 
                                                        




Nel Capitolo 3 verrà svolto uno studio sul comportamento alle azioni orizzontali della 
Torre  Net  Center  di  Padova  Est.  Per  quanto  riguarda  l’evento  sismico,  inizialmente  si 
procederà  con  la  classica  soluzione  del  problema  dinamico  mediante  un’impostazione  del 
problema agli autovalori per determinare le frequenze naturali di vibrazione della struttura e 
di conseguenza si svolgerà un’analisi dinamica lineare con l’ausilio di un programma scritto in 
Fortran 77. Quindi si utilizzerà il sistema a molteplici gradi di libertà opportunamente definito 
per ricavare un sistema ad un solo grado di libertà tramite il modo di vibrare equivalente della 
struttura. Infine verrà eseguita un’analisi pushover con l’intento di stimare la duttilità della 
torre. 
In  un’ampia  Appendice,  verranno  riportati  il  listato  del  programma  in  Fortran  77 
utilizzato e un esempio di edificio irregolare sul quale viene applicato il disaccoppiamento dei 
modi propri di vibrare come riportato al Capitolo 2. 
 L’edificio alto 
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1  L’edificio alto 
1.1  La ricerca dell’altezza e le sue problematiche 
 
Il profilo delle città italiane, europee e mondiali presenta un sempre maggior numero 
di edifici che, per altezza o per forme particolari, emergono su quelli circostanti. La tipologia 
dell’edificio  alto  si  è  notevolmente  sviluppata  nell’ultimo  secolo,  non  solo  nella  forma 
architettonica, ma anche nel sistema strutturale e nelle tecnologie utilizzate. La realizzazione 
di  questo  tipo  di  edifici  è  determinata  dalla  crescita  globale  della  popolazione  e 
dall’aumentato livello di urbanizzazione.  
La struttura statica di un edificio alto è progettata per sostenere i carichi di progetto, 
sia verticali che orizzontali, limitando le oscillazioni indotte dal vento e dal sisma. A partire 
dagli  anni  ’90  hanno  cominciato  ad  emergere  nuove  problematiche:  l’attenzione 
all’inserimento nel contesto storico urbano ed ambientale, la conservazione dell’energia, la 
possibilità  di  illuminazione  e  ventilazione  naturali,  l’analisi  del  comfort  sotto  l’azione  del 
vento.  
La tipologia dell’edificio alto ha subito molte variazioni a partire dal primo grattacielo 
costruito  a  Chicago  alla  fine  dell’800.  La  crescita  in  altezza  e  le  nuove  forme  hanno 
determinato l’ideazione e lo sviluppo di nuovi sistemi strutturali: da una prima impostazione 
“a gabbia” dell’edificio, si sono realizzare procedure che legano tra loro funzionalità, equilibrio 
statico  e  dinamico,  tecnologia  e  aspetto  architettonico.  Sono  nati  quindi  sistemi  a  telaio 
controventati, strutture a nucleo centrale, a tubo esterno, a fascio di tubi, a megatelaio … Negli 
anni  ’50  e  ’60  il  grattacielo  assume  la  sagoma  di  un  prisma  puro.  Oggi  i  progettisti  si 
cimentano in torsioni,  segmentazioni e geometrie inusuali. La forma dell’edifico alto rispetta 
quindi la sua struttura.  
Determinanti  nel  progetto  del  sistema  statico  di  un  edifico  a  torre  sono  le  azioni 
orizzontali del sisma e del vento. La maggiore altezza infatti rende più pericolose le azioni 
laterali che richiedono una maggiore resistenza strutturale e inducono oscillazioni che devono 
essere opportunamente valutate per garantire il comfort degli occupanti dell’edificio. 
Per  edifici  situati  in  zona  sismica  sono  preferibili  strutture  flessibili,  mentre  in 
condizioni di forte vento la soluzione strutturale migliore è un edificio rigido e pesante. Nel 
caso i due problemi si presentassero contemporaneamente, la soluzione ideale si prospetta 
nell’aggiunta  di  dispositivi  di  smorzamento,  che  riducono  efficacemente  la  risposta  della 
struttura alle azioni orizzontali.  
I codici di progetto prevedono l’assunzione dei carichi da vento come carichi statici 
equivalenti,  che  però  non  riescono  a  descrivere,  per  gli  edifici  alti,  i  complessi  fenomeni 
dinamici  generati  dall’interazione  vento-struttura.  Fondamentali  in  questo  caso  risultano 
essere gli studi in galleria del vento: si individuano infatti i carichi di pressione realistici sulla 
struttura, si misurano le accelerazioni indotte dal vento, si individua una forma aerodinamica L’edificio alto 
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che riduca le sollecitazioni indotte dal vento, e si valuta la necessità di utilizzare un dispositivo 
di smorzamento. Negli ultimi anni si stanno inoltre diffondendo simulazioni numeriche con 
modelli  di  fluidodinamica  computazionale:  essi  sono  in  grado  di  simulare  i  complessi 
comportamenti  dinamici  di  un  flusso  e  la  risposta  aerodinamica  di  interazione  fluido-
struttura.  
Purtroppo dopo l’11 Settembre 2001 ci si chiede se  l’edificio alto risulti essere una 
tipologia strutturale ancora proponibile. L’attacco terroristico alle Torri Gemelle del World 
Trade Center  ha infatti focalizzato l’attenzione sulla vulnerabilità di queste strutture. Per 
questo motivo i progettisti, gli enti di ricerca e gli istituti normativi si concentrano ora in 
modo più scrupoloso sul progetto di una struttura soggetta all’azione del fuoco, garantendo 
migliori dispositivi di protezione passiva e attiva, e un’adeguata progettazione delle vie di 
fuga.  
L’approccio generale al progetto per le azioni naturali del vento, del sisma e del fuoco è 
chiamato  performance based design,  in quanto basato sulle prestazioni della struttura: si 
individuano alcuni livelli di rischio ed il corrispondente comportamento richiesto all’edificio.  
L’approvazione e la realizzazione in tutto il mondo di un numero sempre maggiore di 
edifici alti sono la prova che questa tipologia  presenta ancora molte potenzialità di sviluppo. 
Le  critiche  mosse  sono  causate  soprattutto  dall’eccessivo  consumo  di  energia  legato  alla 
realizzazione e alla gestione, dalla maggiore quantità di materiale utilizzato rispetto a edifici 
multipiano (a parità di superficie abitabile), e dalla presunta incompatibilità con un ambiente 
storico urbano. 
Gli aspetti ecologici vengono affrontati con scelte progettuali che limitano l’impatto 
ambientale  di  questo  tipo  di  edifici  (utilizzo  di  materiali  riciclati  o  riciclabili,  uso  di  fonti 
energetiche alternative …). L’inserimento nel contesto urbano viene attentamente valutato 
per  migliorare  l’immagine  della  città  e  aumentare  gli  spazi  pubblici  aperti  e  i  servizi  alla 
comunità. 
   L’edificio alto 
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1.2  L’evoluzione del grattacielo 
 
L’uomo fin dall’antichità ha cercato di avvicinarsi con ogni mezzo alle divinità celesti: 
questa tensione all’altezza si è tradotta nell’architettura come una sfida all’edificio più alto, 
rappresentante il prestigio della città o della persona proprietaria. Alla fine del XIX secolo lo 
sviluppo verso l’alto è cresciuto a dismisura, non solo grazie all’invenzione di nuovi materiali 
e sistemi costruttivi ma anche a causa di due principali difficoltà: la limitata occupazione del 
suolo e l’elevata densità abitativa. La tendenza degli ultimi tempi vede non solo la disputa per 
la struttura più alta, ma anche per la forma architettonica più originale.  
E’  difficile  tuttavia  stabilire  le  caratteristiche    che  rendono  “alto”  un  edificio, 
soprattutto  perché  l’altezza  è  una  questione  del  tutto  relativa  al  contesto  urbanistico.  Le 
differenze  che  caratterizzano  le  strutture  multipiano  dei  grattacieli  rispetto  le  strutture  a 
telaio  di  edifici  multipiano  di  diversa  altezza  sono  sostanzialmente  due:  la  necessità  di 
assorbire notevoli carichi alla base senza creare ingombri eccessivi e la necessità di resistere 
ad  azioni  orizzontali  anche  molto  elevate,  causate  da  vento  e  sisma,  senza  deformazioni 
eccessive.  Il  primo  problema  è  stato  risolto  grazie  all’utilizzo  di  materiali  ad  elevata 
resistenza:  acciaio,  calcestruzzo  armato  e    i  nuovi  calcestruzzi  ad  elevate  prestazioni.  Il 
secondo problema è risolvibile mediante la scelta strutturale migliore in funzione delle forze 
naturali che si presentano: l’ingegneria strutturale ha ideato negli ultimi anni modelli sempre 
più precisi per la descrizione delle azioni naturali e schemi strutturali innovativi per resistere 
alla turbolenza del vento.  
L’English Heritage,  consulente del governo britannico per l’ambiente storico, definisce 
gli edifici alti come quegli edifici “molto più alti di quelli nelle vicinanze e che modificano il 
panorama della città”; il  National Fire Protection Association  definisce invece gli edifici alti 
come quegli edifici “di altezza maggiore di 25 m, dove l’altezza dell’edificio è valutata dal 
piano più basso in cui i veicoli dei vigili del fuoco possono accedere, fino al pavimento del 
piano  abitabile  più  alto”.  Il  Council  on  Tall  Buildings  and  Urban  Habitat    nel  1995  definì 
l’edificio alto come “un edificio la cui altezza crea condizioni differenti nel progetto, nella 
costruzione  e  nel  suo  utilizzo  rispetto  a  quelle  degli  edifici  ordinari  esistenti  in  un  dato 
periodo ed in una data regione”.  
Le opere più imponenti dell’antichità avevano carattere prevalentemente difensivo e 
simbolico: le piramidi egizie, le ziggurat mesopotamiche, i templi dei Maya, le torri delle cinta 
murarie, i campanili, i minareti, le pagode,  i fari dei porti … presentavano spazi interni molto 
ridotti, e di conseguenza non sono confrontabili con gli attuali edifici alti.  
La costruzione in pietra che ha raggiunto l’altezza più elevata è stata la Cattedrale di 
Ulm, con 161 m: la cattedrale è del XIV secolo ma la cima della torre fu completata solo nel 
1890. Invece l’edificio in pietra per uso commerciale ha raggiunto la massima altezza di 64 m 




Figura 1.1 - La Cattedrale di Ulm 
 
 
Figura 1.2 - Il Monadnock Building a Chicago 
 
La nascita del grattacielo moderno si ebbe nella seconda metà del XIX secolo a Chicago, 
con la costruzione dell’Home Insurance Building  (1885, 42 m di altezza, 10 piani) di William 
Le  Baron  Jenney:  la  struttura  portante  a  telaio  in  acciaio,  in  grado  di  sopportare  il  peso 
proprio di tutto l’edificio, è integrata da una struttura di base in granito e da murature in 
mattone,  le  quali  costituiscono  la  facciata  dell’edificio  e  la  struttura  irrigidente  e 
controventante. 




Figura 1.3 - Chicago, Home Insurance Building 
 
F. L. Wright presentò il grattacielo, così come nacque in America alla fine del XIX secolo, 
come  una  struttura  tripartita:  “Mentre  i  piani  inferiori  hanno  particolari  esigenze  (prima 
parte), i piani intermedi dovranno ripetersi identici (seconda parte) perché hanno la stessa 
funzione.  Il  coronamento  (terza  parte),  per    sua  natura,  dovrà  rendere  manifesta  la 
conclusione dell’edificio”. Sullivan paragonò questa tripartizione, ben evidente nei suoi edifici, 
alla suddivisione in base, tronco e capitello della colonna classica. 
Alla fine dell’800 la forma architettonica del grattacielo con struttura in ferro si era 
diffusa  in  molte  città  americane,  soprattutto  a  New  York,  grazie  al  sottosuolo  roccioso 
dell’isola di Manhattan. Si vide inoltre la nascita di edifici alti non solo a carattere direzionale 
ma  anche  residenziale.  Nel  1913  venne  costruito  il  Woolworth  Building,  con  60  piani  ed 
un’altezza di 242 m; successivamente si arrivò a 319 m con il  Chrysler Building del 1930 e a 
375 m con l’Empire State Building del 1931, che detenne il primato d’altezza fino al 1970. Tra 
il 1932 e il 1937 venne edificato il  Rockefeller Center, un complesso di grattacieli. 




Figura 1.4 - Bufalo, Guaranty Building 
 
     
Figura 1.5 - Vista su Manhattan e il Woolworth Building 
 
Un contributo essenziale alla forma del grattacielo fu fornito da Ludwing Mies Van der 
Rohe, il quale realizzò un grattacielo costituito da un prisma puro (il  Seagram Building  di 
Manhattan del 1958, 157 m). Lo Stile Internazionale degli anni ’60 infatti richiese all’edificio 
di  essere  funzionale  e  diretta  espressione  dei  materiali  e  della  struttura:  gli  edifici  alti  di 
questo stile avevano strutture portanti prevalentemente a gabbia o a nucleo centrale, e la 




Figura 1.6 - New York, Seagram Building 
 
Nel 1968 venne realizzato a Chicago il  John Hancock Center,  che raggiunse i 344 m, 
mentre il World Trade Center  si imponeva nel 1970 nel panorama di New York con un’altezza 
di 412 m. Nel 1974 venne costruita la  Sears Tower  a Chicago, con 442 m d’altezza. Questi 
edifici furono espressione di forme strutturali originali, come i sistemi a tubo esterno e a 
fascio di tubi, messi in evidenza  anche dall’Hong Kong & Shanghai Banking Co. del 1986 e dal 
Bank of China del 1990 a Hong Kong. 
 
 
Figura 1.7 -  Il John Hancock Center, il World Trade Center e la Sears Tower 




Figura 1.8 - L’Hong Kong & Shanghai Banking Co. e il Bank of China 
 
Alla fine del XIX secolo la produzione in massa di  laminati in acciaio permise l’utilizzo 
dell’ossatura metallica sia come struttura portante, da rivestire con materiali tradizionali, sia 
come base per l’invenzione di nuove forme architettoniche, fondate sulla struttura a telaio o 
reticolare. Nel 1889 Eiffel realizzò a Parigi la torre simbolo della città, con i suoi 321 m di 
altezza.  Dalle  città  americane    venne  infatti  lo  stimolo  per  i  primi  progetti  europei  di 
grattacielo, anche se in questo contesto l’idea fece fatica ad attecchire, nonostante la presenza 
di personaggi di rilievo come Le Corbusier. 
 
 
Figura 1.9 - La Tour Eiffel L’edificio alto 
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I primi grattacieli italiani vennero costruiti in calcestruzzo armato a Milano negli anni 
’50 e ’60 del ‘900: il grattacielo di Piazza della Repubblica o  Torre Breda, il Grattacielo Pirelli  
e  la    Torre  Velasca.  Il  progetto  vincitore  del  concorso  per  la  riqualificazione  della  zona 
fieristica di Milano fu il  City Life, il quale prevede tre grattacieli che enfatizzano la snellezza, la 
torsione e la flessione degli edifici alti (la più alta sarà di 230 m). 
 
 
Figura 1.10 - La Torre Breda, il Grattacielo Pirelli e la Torre Velasca 
 
 
Figura 1.11 - Il progetto City Life 
 
Purtroppo  l’inserimento  del  grattacielo  nel  contesto  urbano  europeo  continua  a 
suscitare  discussioni  di  carattere  architettonico,  ambientale  ed  urbanistico.  Fin  dai  primi 
decenni del ‘900 sorsero comunque alcuni edifici alti al di fuori del contesto americano: nel 
1923 l’architetto italiano Mario Palanti realizzò a Buenos Aires (Argentina) il Palacio Barolo, 
con 100 m d’altezza. Negli anni ’90 il grattacielo veniva costruito in tutta l’Asia: nel 1998 
venne realizzato il  Jin Mao Building  a Shanghai, con 421 m d’altezza, ma il record venne 
assegnato nello stesso anno alle  Petronas Twin Towers, con 452 m d’altezza, a Kuala Lumpur 
in Malesia. Dal 2009 invece l’edificio più alto è costituito dal Burj Khalifa di Dubai, capitale 




Figura 1.12 - Gli 828 metri del Burj Khalifa a Dubai 
 
I  progetti  del  futuro  saranno  ancora  più  imponenti:  sempre  a  Dubai  è  in  fase  di 
costruzione la  Nakheel Tower, per la quale è prevista un’altezza di 1400m con ben 200 piani. 
Il progetto è dell’architetto Woods Bagot. 
 
Figura 1.13 - Skyline con la previsione di altezza della Nakheel Tower 
 
Le  forme  su  cui  si  stanno  orientando  i  progetti  più  recenti  sono  sagome  curve  e 
spiraliformi,  pensate  ed  elaborate  per  stupire.  Si  elencano  ora  alcuni  dei  progetti  più 
significativi degli ultimi anni o ancora da costruire: L’edificio alto 
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Shanghai  World  Financial  Center,  Shanghai  (Cina):  il  progetto  del  1997  è  di  Kohn 
Pedersen Fox e prevede un’altezza di 492 m, con 101 piani, è stato completato nell’agosto 
2008. 
 
Figura 1.14 - Shangai World Financial Center 
 
World  Trade  Center,  New  York  (USA):  il  progetto  del  2002  è  di  Norman  Foster  e 
prevede un’altezza di 538 m, con 98 piani ed una superficie complessiva di 1.634.000 m2; il 
distributivo interno prevede uffici, hotel, centro conferenze, abitazioni, musei, teatri, centro 
visitatori, osservatorio e scambio infrastrutturale; 
 
 
Figura 1.15 - Il nuovo World Trade Center a New York L’edificio alto 
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Central Chinese Television Tower, Pechino (Cina): il progetto è di Rem Koolhaas e Ole 
Scheeren  ed  è  stato  sviluppato  nel  2002-2004;  l’altezza  è  di  234  m,  i  piani  sono  49,  le 
dimensioni  del  sito  sono  di  264.000  m2,  la  superficie  complessiva  è  di  488.900  m2  e  il 
distributivo interno prevede uffici, spazi pubblici, studi televisivi e di produzione; 
 
 
Figura 1.16 - Pechino, Central Chinese Television Tower 
 
Swiss  Reinsurance  Tower,  Londra  (Inghilterra):  il  progetto  è  del  1997-2000  ed  è  di 
Norman Foster; presenta un’altezza di 180 m e 40 piani; il sito ha dimensioni di 1,4 acri, la 
superficie complessiva è di 64.469 m2 e il distributivo interno prevede uffici, spazi pubblici e 
spazi commerciali; 
 
Figura 1.17 - Swiss Reinsurance Tower 
 
Max Reinhardt Haus, Berlino (Germania): il progetto è di Peter Eisenman ed è del 1993; 
l’altezza è di 128 m, i piani sono 39, le dimensioni del sito sono di 5.703 m2, la superficie L’edificio alto 
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complessiva  è  di  96.000  m2  e  il  distributivo  interno  prevede  uffici,  hotel,  teatri,  negozi  e 
palestre. 
 
Figura 1.18 - Berlino, Max Reinhardt Haus 
 
Altri esempi attuali della magnificenza dell’altezza sono la  Torre  per uffici  B1  in 
Potsdamer  Platz  a  Berlino  (1992/2000),  l’Aurora  Place    a  Sidney  (1996/2000),  la    KPN 
Telecom Office Tower a Rotterdam (1997/2000), il New York Times Building di New York 
(2001/2006), la London Bridge Tower a Londra (2000/2009) e la Menara Telekom Tower a 
Kuala Lumpur (1998/2001). 
 
          
Figura 1.19 - La torre B1 e l'Aurora Place 
 
In Italia a Latina si è realizzata recentemente la Torre Pontina per abitazioni ed uffici di 
37  piani  fuori  terra  per  complessivi  128  m,  più  24  m  di  antenna;  con  151  m  è  uno  dei 
grattacieli  più  alti  d'Italia.  Mentre  a  Torino  il  Grattacielo  Sede  San Paolo  IMI,  su  progetto 





          




            
Figura 1.21 - La Menara Telekom Tower e la Torre Pontina 
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1.3  Schemi statici degli edifici alti 
 
Si è visto come l’evoluzione dell’edificio alto abbia portato da una iniziale struttura a 
gabbia,  composta  da  muratura  perimetrale  controventante  (per  massa)  e  telai  metallici 
interni portanti i soli carichi di gravità (nodi a  cerniera), ad un sistema a scheletro in acciaio, 
ai telai con nodi rigidi resistenti a momento, ai telai controventati (con travi reticolari verticali 
e orizzontali), ai sistemi a setto e a nucleo, ad una struttura tubolare (in cemento e in acciaio), 
che si configura come tubo esterno (intelaiato e controventato), parallelamente come doppio 
tubo (combinazione tra rigidezza del nucleo  interno e resistenza al ribaltamento del tubo 
perimetrale) e  infine come fascio di tubi, al limite controventati, per arrivare poi a sistemi 
interagenti  in  cui  travi  trasversali  di  irrigidimento  collegano  la  struttura  interna  a  quella 
perimetrale. Passando poi ad evoluzioni più spinte come i telai giganti, le megastrutture (con 
base allargata e sommità rastremata), le costruzioni cellulari (sistemi a tubo con centro cavo), 
gli edifici a ponte (torri legate da strutture sospese), e le strutture ancorate tramite cavi o 
puntellate.  
La classificazione degli edifici alti che viene generalmente proposta individua i seguenti 
schemi statici caratterizzati da riferimenti puramente operativi:  
·  Sistema  a  gabbia:  l’insieme  degli  elementi  strutturali  orizzontali    e  verticali 
definiscono uniformemente nello spazio il volume dell’edificio. La facciata risulta 
in  genere  dotata  di  propria  individualità  e  concettualmente  svincolata  dalla 
pilastrata interna. Le dimensioni della maglia di pilastri sono per lo più dettate da 
parametri di tipo funzionale o da modalità di articolazione del  volume edilizio. 
Risultano esserci in genere una disposizione regolare, secondo luci ordinarie, della 
pilastrata ed un dislocamento degli elementi di servizio. La griglia così definita 
esaurisce in sé, con multipli e sottomultipli, tutti i problemi di posizionamento e 
dimensione correlati al progetto.  
·  Sistema orientato: nel caso l’asse longitudinale prevalga su quello  trasversale, la 
somma  delle  forze  ribaltanti  agenti  secondo  la  direzione  di  minima  inerzia 
ortogonale  a  tale  asse  richiede  in  definitiva  una  strutturazione  degli  elementi 
statici orientata in senso trasversale. Ne deriva una distribuzione “a pettine” degli 
ambienti  disposti  in  serie  lungo  le  facciate  maggiori,  mentre  il  sistema  di 
distribuzione e di servizio è posto in posizione mediana. E’ importante quindi da 
un punto di vista funzionale l’ottimizzazione dello spessore trasversale, in quanto 
la  possibilità  di  costruire  l’eccezione  è  confinata  esclusivamente  nei  punti 
terminali. Vi è di conseguenza una distribuzione unidirezionale, parziale o totale, 
degli  elementi  portanti  con  forte  orientamento  dell’impianto  funzionale  e 
tipologico.  
·  Sistema a telaio rigido o a nodi rigidi: nel caso vi sia una grande spaziatura tra i 
pilastri, la rigidezza dei nodi e l’effetto portale controventano l’intero edificio. Il 
limite  strutturale  risulta  essere  la  rigidezza  dei    singoli  telai.  Questa  soluzione 
tipologica  accentua  una  maggiore  libertà  nell’uso  dello  spazio,  unita  ad  una 
tendenza ad ordinare ed organizzare la superficie di piano in modo da esaltare 
l’assenza di barriere e di diaframmi visivi. E’ stato a lungo accettato come sistema 
resistente  sia  ai  carichi  orizzontali  che  verticali.  In  edifici  fino  a  trenta  piani,  i 
carichi  laterali  sono  sopportati  dall’azione  del  telaio,  mentre,  nel  caso  siano 
presenti  più  piani,  la  rigidità  del  telaio  risulta    insufficiente  per  limitare 
l’oscillazione dovuta alle forze laterali. Il principio cardine sta nella connessione 
trave-colonna:  questa  deve  avere  sufficiente  rigidità  da  mantenere  immutato L’edificio alto 
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l’angolo originale tra componenti intersecanti. Il comportamento “monolitico” e la 
relativa rigidezza dei giunti rendono questo sistema particolarmente adatto alle 
costruzioni in calcestruzzo armato. La resistenza e la rigidezza sono proporzionali 
alle dimensioni di travi e colonne e inversamente proporzionali alla distanza tra le 
colonne: per ottenere quindi un’efficiente azione del telaio, si devono prevedere 
all’esterno dell’edificio colonne molto vicine e travi profonde. I telai rigidi sono 
molto duttili e quindi si deve porre particolare attenzione al dettaglio dei giunti per 
costruzioni in zona sismica.  
·  Sistema a  telaio controventato o a telaio  con pareti: questi sistemi sono più 
rigidi del telaio a nodi rigidi e possono essere utilizzati per strutture con più di 
trenta piani. Il sistema a telaio controventato è un sistema resistente alle azioni 
laterali molto efficiente e conveniente dal punto di vista economico: esso migliora 
la funzionalità del telaio rigido eliminando il momento flettente da colonne e travi 
grazie a dei controventi. Il comportamento è quello di una trave reticolare verticale 
costituita da travi e colonne che sopportano i carichi verticali e da elementi di 
controventamento, che possono essere ad X, diagonali, a K o a K eccentrici. Questo 
sistema è utilizzato per edifici in acciaio, mentre il sistema a telaio con pareti è 
adatto a costruzioni in calcestruzzo armato o compositi. Le pareti sono elementi 
verticali a sbalzo che resistono alle azioni orizzontali sull’edificio trasmesse loro 
attraverso i diaframmi di piano. Le pareti aumentano la rigidezza e la resistenza 
della struttura e possono avere varie forme: circolare, ovale, scatolare, triangolare 
o rettilinea.  
·  Sistemi    outrigger:    questo  sistema  è  una  modificazione  dei  sistemi  a  telaio 
controventato  e  con  pareti,  ed  è  applicabile  sia  a    costruzioni  in  acciaio  che 
composite.  Esso  comprende  un  nucleo  centrale,  con  eventuali  sistemi 
controventanti, e travi orizzontali, semplici o reticolari (outrigger) che collegano il 
nucleo alle colonne esterne, molto spesso interconnesse con una trave esterna di 
collegamento. Nel caso l’edificio sia soggetto ad azioni orizzontali, la rotazione del 
nucleo centrale è bloccata dal vincolo  outrigger. Queste strutture possono essere 
utilizzate per edifici con più di 100 piani ed hanno una migliore resistenza laterale 
nel caso la profondità sia pari a due piani. 
·  Sistema  a  nucleo:  il  nucleo  baricentrico  dei  servizi,  dotato  di  elevata  inerzia, 
concentra in sé la funzione controventante e lascia al resto della struttura l’onere 
delle sole forze peso. In questo modo si ha un notevole alleggerimento del peso 
degli  elementi  strutturali  perimetrali  di  facciata.  Questa  tipologia  strutturale 
spinge  verso  una  maggiore  simmetria  che  consente  comportamenti  indifferenti 
nelle diverse direzioni di sollecitazione. Lo schema ideale di riferimento presenta 
una  matrice  poligonale  con  nucleo  concentrico,  in  cui  il  rapporto  di 
complementarietà  tra  spazio  servente  e  servito  è  di  tipo  anulare  a  spessore 
costante  su  tutti  i  lati.  Nello  schema  a  nucleo  poi  gli  elementi  costitutivi  
dell’edificio tendono a specializzarsi: al nucleo viene comunque deputato il ruolo di 
“colonna vertebrale” in grado di contrastare le sollecitazioni orizzontali trasmesse 
dalle facciate, mentre i solai si configurano come puntoni aggiuntivi.  
·  Sistema  a  tubo  esterno:  questo  sistema  prevede  la  presenza  di  colonne 
perimetrali molto vicine interconnesse da profondi elementi di  connessione: in 
questo modo l’edificio lavora come un’unica enorme trave a sbalzo resistente ai 
momenti ribaltanti. Questo sistema resistente garantisce la resistenza alle azioni 
laterali, grazie all’elevato numero di unioni rigide lungo il perimetro che creano un 
largo tubo. La rigidezza complessiva viene concentrata nelle strutture di facciata L’edificio alto 
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mentre  gli  elementi  interni  si  configurano  come  sostegno  dei  carichi  verticali 
trasmessi  dai  solai.  All’interno  ogni  fattore  determina  la  stabilità  complessiva 
dell’insieme.  L’ossatura  interna  risulta  svuotata  di  forza  aggregante  grazie 
all’accumulo di rigidezza sull’involucro esterno, permettendo in questo modo di 
articolare lo spazio in modo discontinuo (eliminazione di alcuni  solai per ricavare 
vani ad altezza multipla). Per mantenere comunque un buon grado di trasparenza 
della  facciata  è  possibile  infittire  la  pilastrata  perimetrale  oppure  vincolare 
quest’ultima con elementi diagonali di controventamento in modo  da ridurre la 
stessa ad un insieme di “archi a tre cerniere”, con la conseguente presenza di soli 
sforzi  di  trazione  e  compressione  nelle  aste,  assenza  di  momenti  flettenti 
all’incastro e massima indeformabilità. L’efficienza del sistema è condizionata dal 
rapporto altezza-larghezza, dalle dimensioni in pianta, dallo spazio tra le colonne e 
i collegamenti e dalle loro dimensioni.  
·  Sistemi a tubo controventato: aggiungendo controventi diagonali alti più piani 
sulla faccia del tubo vengono incrementate la rigidezza e l’efficienza del sistema. 
Questo sistema può essere impiegato per altezze molto elevate e consente di avere 
un maggiore spazio tra le colonne perimetrali rispetto al sistema a tubo esterno. 
Per ottenere il minor numero di diagonali per ciascuna  faccia, è opportuno che 
queste si intersechino nello stesso punto sulle colonne angolari. Negli edifici in 
acciaio  vengono  utilizzate  diagonali  o  travi  reticolari  in    acciaio,  mentre  negli 
edifici in calcestruzzo armato le diagonali sono costituite da pareti in calcestruzzo. 
Il controvento fa sì che le colonne lavorino insieme nel resistere ai carichi verticali 
e orizzontali, in modo che si crei un comportamento di trave a sbalzo prossimo a 
quello di un tubo rigido. Questo sistema è particolarmente adatto per edifici alti, 
snelli e con ridotte aree di piano. Inoltre elimina il rischio di un eccessivo carico 
assiale sulle colonne d’angolo. Può essere utilizzato per edifici con più di 100 piani, 
ma presenta dei problemi nella definizione dei particolari relativi ai rivestimenti.  
·  Sistema a doppio tubo: il collegamento rigido tra il nucleo centrale e l’involucro 
esterno  va  ad  aumentare  la  stabilità  del  sistema, e questa solidarizzazione può 
presentarsi  in  modo  discontinuo  in  più  punti  oppure  in  forma  diffusa  ad  ogni 
piano. Questo sistema rappresenta la combinazione di due tubi, uno interno ed uno 
esterno:  questi  due  sistemi  strutturali  principali,  disposti  coassialmente, 
ripartiscono lo sforzo  complessivo ed aumentano il  grado  di collaborazione di 
ciascun elemento. L’insieme strutturale è notevolmente esaltato, consentendo un 
notevole innalzamento della soglia di utilizzazione dei materiali, e quindi anche 
quella  altimetrica.  Questo  sistema  può  essere  utilizzato  per  edifici  con  più  di 
100piani ed è particolarmente efficace quando l’oscillazione laterale diventa un 
elemento critico e condizionante nel progetto.  
·  Sistema a fascio di tubi: nel caso la resistenza al ribaltamento sia aumentata dal 
collegamento  di  più  elementi  a  tubo,  ciascun  tubo  si  configura  come  elemento 
autonomo  dagli  adiacenti.  Si  ha  di  conseguenza  la  rottura  della  logica  di 
conformazione anulare dello spazio di piano: il sistema dei servizi non appare più 
vincolato  ad  alcun  criterio  posizionale,  senza  dimenticare  comunque  l’efficace 
gestione funzionale dello spazio interno. La totale indipendenza di ciascun modulo 
permette assoluta libertà nella logica combinatoria di aggregazione e consente di 
alterare la stereometria d’insieme e diversificare  l’altimetria dei singoli elementi 
strutturali.  
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1.4  Cenni sul comfort di un edificio alto 
 
Le condizioni ambientali che frenano la corsa alla realizzazione di edifici sempre più 
alti sono dettate dal vento: le innovazioni nei sistemi strutturali hanno permesso l’incremento 
dei carichi laterali e la loro efficiente trasmissione, ma hanno anche causato un aumento della 
flessibilità  e  la  mancanza  di  adeguati  smorzamenti.  Strutture  snelle  e  leggere  sono 
particolarmente sensibili all’azione del vento in quanto caratterizzate da elevata flessibilità e 
basso smorzamento. Nella progettazione di edifici alti e snelli è necessario quindi non solo 
soddisfare i requisiti di resistenza e deformabilità imposti dalla normativa, ma considerare 
anche gli effetti del moto conseguente all’azione del vento sulle persone che lavorano e vivono 
negli edifici stessi, quali: stato di preoccupazione, ansia e timore, senso di vertigini, capogiri, 
nausea ed emicrania. 
La natura dinamica del vento è la causa primaria del disagio degli occupanti l’edificio e 
dei problemi di funzionalità della struttura. Il movimento di un edificio provocato dal vento 
viene percepito dalla persona quando l’accelerazione supera un certo valore detto “soglia di 
percezione”,  indagato  attraverso  molti  studi  di  laboratorio  ma  anche  su  edifici  esistenti. 
Inoltre  negli  edifici  molto  alti  le  vibrazioni  possono  causare  la  rottura  di  rivestimenti, 
partizioni, finestre … 
L’occupante  di  un  edificio  percepisce  sia  il  moto  bidirezionale  dell’edificio,  sia  le 
vibrazioni verticali di piano: le ricerche più recenti hanno l’obiettivo di indagare a fondo la 
percezione umana delle vibrazioni in modo da definire soglie di percezione accettabili e la 
risposta del corpo a queste vibrazioni. Si stanno inoltre studiando sistemi strutturali adeguati 
all’attenuazione dei movimenti degli edifici alti, al limite incorporando nella struttura sistemi 
ausiliari di smorzamento. Questi ultimi hanno conosciuto una grande diffusione negli ultimi 
anni in quanto sono capaci di smorzare non solo le azioni del vento ma anche quelle del sisma. 
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2  Azioni sismiche sugli edifici 
2.1  Breve storia della normativa antisismica italiana 
 
Una costante nel tempo della normativa antisismica italiana sembra essere quella di 
venire aggiornata ed emanata con particolare precisione in seguito ad un evento sismico che 
colpisce  il  Paese.  E’  stato  così  recentemente,  quando  le  nuove  norme  tecniche  per  le 
costruzioni  sono  state  rese  pienamente  operative  solo  successivamente  al  terremoto 
dell’Aquila del 6 aprile 2009, ed è stato così anche in passato: nel 1974 dopo il terremoto di 
Ancona  venne  emanata  la  Legge  64  (considerata  in  un  certo  senso  la  madre  di  tutte  le 
normative antisismiche attuali); in seguito al terremoto del Friuli del 1976 la Regione Friuli-
Venezia Giulia emanò la Legge Regionale n.30; nel 1980 è l’Irpinia a tremare, producendo 
l’emanazione del DLN n.75 del 19 marzo 1981, poi convertito in legge; infine, anche l’O.P.C.M. 
n.3274 del 20 marzo 2003 risulta di fatto immediatamente successiva al terremoto del Molise 
del novembre 2002. 
Ci si potrebbe naturalmente interrogare su quanto questo sia imputabile alla mancanza 
di  previsione  e  lungimiranza  delle  cariche  istituzionali  piuttosto  che  all’imprevedibilità  e 
violenza  di  ogni  nuovo  evento  sismico,  evento  comunque  storicamente  drammatico,  che 
l’uomo teme al pari e forse più di alluvioni e altri fenomeni naturali e verso il quale non si 
sente mai abbastanza pronto. In fondo il terremoto giapponese dell’11 marzo 2011 insegna 
tragicamente anche questo, cioè che le variabili in gioco sono molte e che non si è ancora 
imparato a imbrigliarle tutte. 




Figura 2.1 - Devastazione in Giappone in seguito a terremoto e tsunami 
 
Non sorprende pertanto che lo scatenarsi di un terremoto abbia gettato le basi di quella 
che sembra essere la prima norma antisismica della storia della nostra penisola: il "sistema 
baraccato alla beneventana” introdotto nel 1627 in Campania. Ossia un metodo costruttivo 
basato su di una struttura intelaiata in legno, con ritti infissi in un basamento di muratura e 
con  le  specchiature  dei  telai  chiuse  con  materiali  leggeri  (canne,  legname)  cementate  con 
malta e intonacate. Il sistema parve godere di ottima reputazione, visto che venne adottato 
anche da Ferdinando IV di Borbone dopo il terremoto di Messina e Calabria del 1873. Una 
specie di circolare illustrativa definiva l'altezza dello zoccolo di fondazione (fino a 130 cm 
circa), fissava in 65 cm lo spessore delle murature, imponeva l'uso di mattoni o di pietre 
piccole, abbracciabili dalla mano. La struttura di copertura doveva poggiare su cordoli alla 
sommità della muratura, collegati alla muratura in modo da formare "… quasi un telaro". 




Figura 2.2 - Antico documento sul terremoto del 1627 
 
Successivamente,  un  altro  terremoto  nel  napoletano  (1857)  e  uno  a  Norcia  (1859), 
costrinsero il Governo Pontificio di Pio IX a emanare un regolamento edilizio nel quale, ad 
esempio, si limitava a due piani l'altezza delle nuove costruzioni; a 8 metri e mezzo l'altezza 
massima, dal terreno alla gronda; si fissava  in 60 cm lo spessore minimo delle murature, 
anche  interne,  mentre  quelle  esterne  dovevano  avere  una  scarpata  di  un  ventesimo 
dell'altezza; si prescriveva il collegamento fra muri interni ed esterni, "… onde facciano una 
massa tutta unita". Ma soprattutto veniva richiesto che le aperture di porte e finestre fossero a 
distanza conveniente dagli angoli dei muri esterni e delle estremità dei muri di tramezzatura e 
che le aperture risultassero verticalmente allineate. 
Proseguendo questo excursus storico sulla normativa antisismica italiana, nel 1883 è la 
volta del terremoto di Casamicciola, che originò il regio decreto n. 2600 del 29 agosto 1884, 
con il quale venivano limitate le altezze delle nuove costruzioni (10 metri), vietate le strutture 
spingenti, limitati gli aggetti dei balconi (60 cm). Ancora un terremoto nel 1905 (Calabria e 
Messina) produsse il Decreto Reale n. 511 del 16 settembre 1906. E poi dal dramma del 28 
dicembre 1908, con la distruzione completa di Messina e Reggio Calabria e più di centomila 
vittime, ebbero origine le norme tecniche del Regio Decreto n. 193 del 18 aprile 1909, seguito 
dalla circolare 2664 del 20 aprile 1909 (Istruzioni tecniche). In questo decreto si prescriveva, 
fra  le  tante  indicazioni  ancora  oggi  presenti  nella  normativa  sismica  (esclusione  delle 
strutture spingenti, collegamenti fra le strutture, limitazione a 5 metri della distanza fra muri 
por tanti ecc.), che le costruzioni fossero realizzate con "… una ossatura di legno, di ferro, di 
cemento armato o di muratura armata", limitando la muratura, in mattoni o in blocchi di 
pietra squadrata o listata, alle costruzioni ad un solo piano. E infatti, dopo il terremoto di 
Messina, ci fu una fioritura di sistemi di muratura armata o “animata” (con tondini di ferro), in 
seguito purtroppo dimenticati. Nel successivo Decreto Reale 1080 del 6 settembre 1912 la 
muratura ordinaria fu ammessa anche per edifici a due piani, purché non più alti di 7 metri, in 
mattoni  o  in  blocchi  di  pietra  naturale  o  artificiale  di  forma  parallelepipeda.  Altri  decreti 
furono emanati nel 1915 (terremoto di Sora e Avezzano - r.d. n. 573 del 29 aprile 1915), nel Azioni sismiche sugli edifici 
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1924 (terremoto di Ancona e Perugia, legge 2089, decreto 1099 del 23 ottobre 1925), nel 
1926 (terremoti di Siena e Grosseto, Decreto Reale n. 705 del 3 aprile 1926). Con quest'ultimo 
decreto si introducevano le categorie sismiche, si limitava a 10 metri e a due piani l'altezza dei 
fabbricati in zona sismica di prima categoria e a 12 metri e a tre piani in seconda categoria, 
sempre con altezza di interpiano inferiore a 5 metri. Le costruzioni in muratura ordinaria 
erano consentite fino a 8 metri in prima categoria e a 12 metri in seconda categoria, sempre 
con muri trasversali a distanza non superiore a 7 metri; spessore della muratura in mattoni 
pari  a  30  cm  all'ultimo  piano  con  aumento  di  15  cm  ad  ogni  piano  inferiore.  Si  poteva 
costruire in muratura “animata” o armata rispettivamente fino a 10 metri e 12 metri. 
 
 
Figura 2.3 - La città di Messina rasa al suolo nel 1908 
 
Ancora, nel 1927 il decreto reale n.431; nel 1930 il decreto reale n.692; nel 1935 il regio 
Decreto Legislativo 640; nel 1937 il decreto legge 2105; nel 1962 la legge n.1684; e, in seguito  
al  terremoto  del  Belice  nel  1968,  la  Circolare  LL.PP.  6090  dell'agosto  1969  Norme  per  la 
progettazione, il calcolo, la esecuzione e il collaudo di costruzioni con strutture prefabbricate 
in zone asismiche e sismiche alla quale si fece riferimento anche per la muratura armata a 
pannelli prefabbricati degli anni Ottanta. 
In 370 anni sono state emanate più o meno 40 fra leggi, decreti e circolari tutte orientate 
a definire altezze, spessori, metodi esecutivi, qualità dei materiali. 
Ad oggi, il riferimento normativo per la progettazione strutturale in Italia sono le Norme 
tecniche  per  le  costruzioni  2008  (d’ora  in  poi  abbreviate  in  “NTC”  o  “Norme  Tecniche”) 
integrate dalla Circolare Esplicativa 2009. Si tratta del testo unico che è andato a unificare il 
fino  ad  allora  frammentato  e  disomogeneo  quadro  della  normativa  italiana2.  Per  quanto 
concerne  la  parte  dedicata  alle  prescrizioni  sismiche,  va  a  sostituire  l’O.P.C.M.  n.3274,  20 
marzo 2003 – “Primi elementi in materia di criteri generali per la classificazione sismica del 
territorio nazionale e di normative tecniche per le costruzioni in zona sismica” e la seguente 
O.P.C.M.  n.3431,  3  maggio  2005  –  “Ulteriori  modifiche  ed  integrazioni  all’ordinanza  del 
Presidente  del  Consiglio  dei  Ministri  n.3274  del  20  marzo  2003,  recante  «Primi  elementi  in 
materia di criteri generali per la classificazione sismica del territorio nazionale e di normative 
tecniche per le costruzioni in zona sismica»” . Accanto alla normativa italiana è affiancata la 
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normativa europea, il riferimento per le azioni sismiche è l’Eurocodice 8 [ENV 1998-1-1], 
“Indicazioni progettuali per la resistenza sismica  delle strutture”. 
Il  principale  cambiamento  portato  dalle  NTC,  rispetto  all’O.P.C.M.  del  2003,  è 
l’abbandono della suddivisione del territorio italiano in quattro zone sismiche (Figura 2.5), 
per  lasciare  il  posto  a  una  mappatura  più  omogenea  della  penisola  (Figura  2.4),  ottenuta 
monitorando  più  estesamente  alcuni  parametri  geofisici  del  suolo,  unitamente 
all’accelerazione  di  picco  ag.  Precedentemente  al  2003  per  ampie  aree  geografiche  della 
penisola era prevista addirittura la classificazione “non sismica” (Figura 2.6). 
 
 
Figura 2.4 - Mappatura sismica attuale 
 





Figura 2.6 - Mappatura sismica antecedente all'OPCM 3274 
 
Chiaramente,  oltre  alla  mappatura  sismica,  la  normativa  fornisce  anche  una  serie  di 
indicazioni e prescrizioni tecniche di “buona costruzione” e soprattutto regola l’utilizzo delle 
analisi e dei modelli che vengono sviluppati in ambito accademico al fine di sempre meglio 
rappresentare sia l’evento sismico in sé, sia la risposta strutturale degli edifici. Senza scendere 
nel dettaglio, i tipi di analisi consentiti dalla normativa sono quattro: 
·  Analisi lineare dinamica (cfr. NTC § 7.3.3.1 – Analisi lineare dinamica); 
·  Analisi lineare statica (cfr. NTC § 7.3.3.2 – Analisi lineare statica); 
·  Analisi non lineare statica (cfr. NTC § 7.3.4.1 – Analisi non lineare statica); 
·  Analisi non lineare dinamica (cfr. NTC § 7.3.4.2 – Analisi non lineare dinamica). 
In tutti e quattro i casi è fondamentale l’individuazione di  un opportuno modello di 
calcolo che idealizzi in modo adeguato la struttura reale. Nel proseguo del presente lavoro si 
avrà modo di approfondire adeguatamente l’analisi lineare dinamica e l’analisi non lineare 
statica (pushover). 
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2.2  I sistemi a molteplici gradi di libertà 
 
Dal  punto  di  vista  ingegneristico,  la  soluzione  di  un  problema  consiste  nella  quasi 
totalità  dei  casi  nella  determinazione  di  uno  schema  di  calcolo  che  riesca  a  ridurre  la 
complessità  del  caso  reale  e,  nello  stesso  tempo,  a  fornire  una  risposta  efficace  sul 
comportamento dell’oggetto dello studio. In altre parole, è necessario ridurre la complessità 
alla semplicità, eliminando il superfluo, conservando solo ciò che è fondamentale. 
Detto questo, al fine di rappresentare un’azione sismica agente su un edificio, il concetto 
che  viene  prevalentemente  applicato  è  quello  di  ricondursi  ad  un  sistema  di  masse 
opportunamente  scelto,  attraverso  il  quale  le  sollecitazioni  sulla  struttura  vengono 
determinate  con  l’applicazione  di  un  sistema  di  forze  dettato  in  sostanza  da  quello  che  è 
comunemente noto come il principio fondamentale della meccanica classica: F=ma. 
Saper ricavare un sistema di masse partendo da una costruzione reale è il principio e la 
chiave dell’analisi sismica che verrà svolta al Capitolo 3.3. Alcuni edifici semplici possono 
essere  ben  rappresentati  anche  da  una  sola  massa,  come  nel  tipico  caso  delle  torri  di 
acquedotto, in cui tutto il peso della struttura è concentrato sulla sommità della stessa. Altro 
esempio classico di questo schema (detto “pendolo inverso”) sono le pile da ponte. Quando ci 
si confronta invece con costruzioni civili quali case, palazzi e tutti gli edifici multipiano in 
generale, la concentrazione di massa della struttura non può essere individuata in un unico 
punto, ma in più punti. 
 
Figura 2.7 - Una torre piezometrica è un esempio di pendolo inverso 
 
Nella  maggior  parte  dei  casi  è  possibile  suddividere  la  massa  totale  di  un  edificio 
complesso in tante aliquote da distribuire in corrispondenza del baricentro di ciascun piano. 
Pertanto, una torre di 10 piani potrebbe in linea di massima, venire ricondotta a un sistema di 
10 masse “impilate” l’una sull’altra.  
A questo punto è possibile ragionare sugli spostamenti liberi che un piano può subire. 
Introducendo  le ipotesi che i solai si possano considerare infinitamente rigidi nel proprio Azioni sismiche sugli edifici 
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piano e che gli elementi verticali (colonne, diaframmi) lo siano invece assialmente, è chiaro 
come i gradi di libertà di ogni singolo solaio non possano essere altro che tre: due traslazioni e 
una  rotazione.  Un  edificio  multipiano  su  10  livelli  possiede  quindi  complessivamente 
3∙N=3∙10=30 gradi di libertà. Quando un sistema elastico si basa su un sistema composto da 
più masse viene chiamato M-GDL cioè a Molti Gradi di Libertà, (o, all’inglese, M-DOF, ossia 
Multi Degrees of Freedom). Quando invece il sistema è costituito da una singola massa, come 
nei casi del pendolo inverso, è denominato 1-GDL o S-DOF (Single Degree of Freedom). 
 
2.2.1  I modi propri di vibrare 
 
Elemento fondamentale dell’analisi M-GDL è l’individuazione dei modi propri di vibrare. 
Essi, in numero pari al numero di gradi di libertà della struttura, costituiscono le oscillazioni 
periodiche  libere  del  sistema  non  smorzato.  La  loro  combinazione  lineare  definisce  la 
posizione del modello ad ogni istante. In ciascun modo tutte le masse del sistema oscillano con 
la  medesima  pulsazione  ed  in  fase,  mantenendo  immutati  i  rapporti  tra  le  ampiezze.  Ciò 
implica  che  per  ogni  oscillazione  le  masse  passano  attraverso  il  punto  di  massimo 
spostamento nel medesimo istante. Per il calcolo dei modi propri di vibrare si utilizzano gli 
strumenti dell’analisi modale. 
Si consideri un sistema ad N gradi di libertà, non smorzato e non soggetto a forzanti, si 
indichi con U il vettore dei gradi di libertà, con M la matrice delle masse e sia infine K la 
matrice delle rigidezze. L’equazione che descrive le oscillazioni libere del sistema assume la 
forma: 
(2.1)               0 
(2.2)      0           0        
L’integrale  generale  dell’equazione  dell’equilibrio  può  essere  espresso  come  la 
combinazione lineare di N integrali del tipo: 
(2.3)           Φ     
ove si è introdotto il vettore Φ di componenti costanti. La (2.3) vale però fintanto che ω e Φ 
soddisfano la seguente relazione: 
(2.4)             Φ   0 
la quale ammette soluzioni differenti dal banale annullamento dei termini di Φ se e solo se il 
determinante dei coefficienti si annulla, in altre parole, quando: 
(2.5)    |       |   0 
  Quest’ultima è un’equazione di grado N in ω2 la cui soluzione fornisce i valori ωi 
delle  frequenze  proprie  del  sistema  (autovalori)  e  quindi  i  corrispondenti  periodi  propri, 
direttamente ricavabili tramite: 




Ad ogni periodo è associato un vettore Φi (autovettore) soluzione della (2.4) che, a meno 
di una costante, definisce l’i-esimo modo di vibrare della struttura. Il modo proprio più lungo 
è anche definito come modo fondamentale o primo modo. 
Proseguendo,  è  possibile  dimostrare  alcune  importanti  proprietà  degli  autovettori 
determinati.  Innanzitutto,  per  due  differenti modi i  e  j aventi  distinti  autovalori  (ωi≠ωj), i Azioni sismiche sugli edifici 
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rispettivi  autovettori  (Φi  e  Φj)  sono  ortogonali  rispetto  alla  matrice  delle  masse  e  delle 
rigidezze. Ciò si traduce numericamente in due relazione matriciali: 
(2.7)      
       0 
(2.8)      
       0 
sulla cui utilità si ritornerà tra breve. 
  La  soluzione  della  relazione  di  equilibrio  (2.1)  può  essere  espressa  tramite 
sovrapposizione modale. Infatti, il vettore spostamento di un sistema è descrivibile tramite 
un’appropriata  sovrapposizione  dei  modi  propri.  Introdotte  delle  opportune  coordinate 
generalizzate zi(t), dette coordinate principali, è possibile scrivere: 
(2.9)           ∑     
 
  1  
e per sostituzione dalla (2.1) ottenere: 
(2.10)   ∑                          0  
  1  
Premoltiplicando per Φi e ricordando le proprietà ortogonali degli autovettori poc’anzi 
espresse nelle (2.7) e (2.8) si ottiene: 
(2.11)   Φj
T            Φj
T           0 
si definiscono inoltre: 
(2.12)      
    Φj
T    
(2.13)      
    Φj
TK   
per avere: 
(2.14)                          0 
Essendo il quadrato della frequenza propria del j-esimo modo proprio della struttura 
pari a: 




si ottiene in definitiva: 
(2.16)             2        0 
Concludendo, la (2.16) rappresenta l’equazione del moto del modo i-esimo. Con questo 
si è dimostrato come sia possibile, una volta introdotte le coordinate principali, trasformare 
l’equazione del moto da un sistema di equazioni differenziali accoppiate a un sistema di N 
equazioni indipendenti (una per ogni modo) ad un solo grado di libertà zi(t). La risposta nelle 
originarie coordinate geometriche U(t) si ottiene calcolando i moti delle coordinate principali  
e quindi combinandoli linearmente. Questo significa, da un punto di vista operativo, vedere la 
struttura come un insieme di sistemi ad un solo grado di libertà che collaborano a definire il 
comportamento globale della struttura. 
 
2.2.2  Sistema M-GDL 
 
A questo punto, con l’aiuto delle relazioni sui modi propri di vibrare appena esposte, è 
possibile sviluppare ulteriormente l’equazione del moto al fine di indagare il comportamento 
di un sistema M-GDL. Prima di proseguire ci si vuole però soffermare sullo schema di Figura  
2.8 per fissare alcuni concetti a cui si è già accennato anche nei paragrafi precedenti
torneranno utili. 
Figura 2.8 - Vettore di influenza del terremoto su un edificio multipiano
Un  sistema  M-GDL  è  tipicamente  utilizzato  per  valutare  la  risposta  sismica  di  un 
edificio multipiano. Un evento sismico può essere 
struttura con un generico angolo di incidenza 
infinitamente rigidi nel proprio piano e strutture verticali infinitamente rigide assialmente, i 
solai della costruzione subiscono degli spostamenti relativi secondo tre possibi
tre gradi di libertà di cui gode ciascun piano
una rotazione. Questi spostamenti relativi sono solitamente espressi con 
ad indicare il piano i-esimo, e vengono tutti contenuti nel vettore 
(2.1). Gli spostamenti di piano lungo 
influenza del terremoto rix=cosθ
nel seguito con R. Per quanto riguarda le rotazioni relative che subiscono i piani ci si limita per 
ora  a  dire  che  sono  indotte  dall’eccentricità  tra  il  centro  di  massa  e  il  centro  di  taglio 
dell’edificio. 
Considerando un sistema M
(2.1), posto di trascurare lo smorzamento, assume la forma:
(2.17)   
dove l’effetto del sisma è rappresentato da una forza proporzionale alla matrice delle masse e 
all’accelerazione  del  terreno  tramite  il  già  citato  vettore  di  influenza 
spostamenti nella direzione dei gradi di libertà del sistema per uno
terreno. 
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per fissare alcuni concetti a cui si è già accennato anche nei paragrafi precedenti
Vettore di influenza del terremoto su un edificio multipiano
GDL  è  tipicamente  utilizzato  per  valutare  la  risposta  sismica  di  un 
Un evento sismico può essere interpretato come una forza che investe la 
enerico angolo di incidenza θ. Quando questo accade, sotto le ipotesi di solai 
infinitamente rigidi nel proprio piano e strutture verticali infinitamente rigide assialmente, i 
solai della costruzione subiscono degli spostamenti relativi secondo tre possibi
tre gradi di libertà di cui gode ciascun piano: una traslazione lungo x, una traslazione lungo 
Questi spostamenti relativi sono solitamente espressi con 
esimo, e vengono tutti contenuti nel vettore U già visto inizialmente nella 
Gli spostamenti di piano lungo x e lungo y sono indotti dalle componenti del vettore di 
=cosθ, riy=senθ. Il vettore di influenza del terremoto sarà indicato 
Per quanto riguarda le rotazioni relative che subiscono i piani ci si limita per 
che  sono  indotte  dall’eccentricità  tra  il  centro  di  massa  e  il  centro  di  taglio 
Considerando un sistema M-GDL soggetto ad eccitazione sismica, l’equazione del moto 
), posto di trascurare lo smorzamento, assume la forma: 
 
dove l’effetto del sisma è rappresentato da una forza proporzionale alla matrice delle masse e 
all’accelerazione  del  terreno  tramite  il  già  citato  vettore  di  influenza 
spostamenti nella direzione dei gradi di libertà del sistema per uno spostamento unitario del 
per fissare alcuni concetti a cui si è già accennato anche nei paragrafi precedenti e che 
 
Vettore di influenza del terremoto su un edificio multipiano 
GDL  è  tipicamente  utilizzato  per  valutare  la  risposta  sismica  di  un 
una forza che investe la 
. Quando questo accade, sotto le ipotesi di solai 
infinitamente rigidi nel proprio piano e strutture verticali infinitamente rigide assialmente, i 
solai della costruzione subiscono degli spostamenti relativi secondo tre possibilità, che sono i 
, una traslazione lungo y, 
Questi spostamenti relativi sono solitamente espressi con uix, uiy, uiθ, dove i sta 
già visto inizialmente nella 
sono indotti dalle componenti del vettore di 
Il vettore di influenza del terremoto sarà indicato 
Per quanto riguarda le rotazioni relative che subiscono i piani ci si limita per 
che  sono  indotte  dall’eccentricità  tra  il  centro  di  massa  e  il  centro  di  taglio 
GDL soggetto ad eccitazione sismica, l’equazione del moto 
dove l’effetto del sisma è rappresentato da una forza proporzionale alla matrice delle masse e 
all’accelerazione  del  terreno  tramite  il  già  citato  vettore  di  influenza  R,  che  fornisce  gli 
spostamento unitario del Azioni sismiche sugli edifici 
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Tramite la risoluzione del problema agli autovalori si ottengono le frequenze proprie 
ωj del sistema e i rispettivi modi propri Φj. Anche in questo caso si riconduce la soluzione del 
sistema di equazioni differenziali alla soluzione di N equazioni disaccoppiate nelle coordinate 
generalizzate, del tipo: 
(2.18)             2       
  
   
  
               
dove si indica con γi il coefficiente di partecipazione del j-esimo modo di vibrare. 
La soluzione dell’equazione del moto si ottiene dalla soluzione vj(t) dell’equazione del 
moto di un oscillatore semplice soggetto ad eccitazione pari all’accelerazione del suolo: 
(2.19)             2            
(nella quale il segno della forza è poco significativo a causa del carattere oscillante dell’azione 
sismica) amplificata del fattore γj: 
(2.20)                   
Pertanto il vettore di spostamento relativo prodotto dall’i-esimo modo è: 
(2.21)   Uj      Φj        
Quindi, noti i contributi dei modi, per la sovrapposizione modale, si può scrivere: 
(2.22)            ∑                  
  1  
avendo indicato con Φ la matrice le cui colonne corrispondono agli autovettori e con Z il 
vettore delle componenti zi(t). Identicamente si possono ottenere le sollecitazioni agenti sul 
sistema tramite quelle calcolate in corrispondenza di ciascun nodo. 
Noti gli spostamenti relativi si calcolano le forze statiche equivalenti associate ai modi 
tramite la relazione: 
(2.23)                           
ed essendo: 
(2.24)          
2    
posta Ω la matrice diagonali dei quadrati delle frequenze modali   
2, si ottiene: 
(2.25)                   
2      
con   
2   che viene definita come la pseudo-accelerazione del modo i-esimo. 
Svolgendo per ogni istante di tempo t del sisma un’analisi statica della struttura per 
ogni distribuzione di forze statiche equivalenti associata ad ogni modo, è possibile ricavare 
allo  stesso  istante  reazioni  e  sollecitazioni  interne,  semplicemente  sommando  i  contributi 
derivanti da tutte le analisi. Ad esempio, la forza di taglio alla base di un telaio di N piani a 
solai rigidi nel proprio piano, è data dalla somma di tutte le forze statiche agenti sul sistema: 
(2.26)           ∑ ∑     
 
  1       ∑
   







  1   
       
essendo Fsij(t) la forza statica relativa al modo j-esimo agente all’i-esimo piano della struttura. 
Il termine 
(2.27)         
   
    
2
  
    
ha le dimensioni di una massa e viene indicato come la massa efficace della struttura nel modo 
j-esimo  poiché  può  essere  interpretato  come  la
terremoto secondo il modo i-esimo
strutture a telaio con solai rigidi nel proprio piano; in tal caso la massa totale risulta pari alla 
somma delle masse efficaci dei vari modi:
(2.28)     
 
2.2.3  Analisi spettrale 
 
Se  è  di  interesse  solamente  la  risposta  massima  del  sistema  M
comportamento  nel  tempo,  è  possibile  utilizzare  lo 
accade  per  un  sistema  1-GDL.
rappresentato da un diagramma le cui ordinate corrispondono alla massima ampiezza di uno 
dei parametri della risposta in funzione d
un sistema elastico a un solo grado di libertà.
In questo tipo di sistemi, la massima forza agente durante l’azione sismica
a: 
(2.29)   
 
Figura 2.9 - Sistema 1
Quindi  per  valutare  l’effetto  del  sisma  è  necessario  conoscere  lo  spostamento  o  la 
pseudo-accelerazione massimi indotti da questo, una volta dato il periodo proprio del sistema 
T  che  lo  caratterizza.  Per  tale  ragione  i  parametri  di  risposta  che  si  utilizza
definizione  per  lo  spettro  sono  lo  spostamento  relativo,  la  pseudo
pseudo-accelerazione assoluta, tutte quantità legate alle forze agenti sulla massa del sistema. 
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ha le dimensioni di una massa e viene indicato come la massa efficace della struttura nel modo 
esimo  poiché  può  essere  interpretato  come  la  parte  di  massa  totale  che  risponde  al 
esimo. Questa interpretazione è valida solo se si fa riferimento a 
strutture a telaio con solai rigidi nel proprio piano; in tal caso la massa totale risulta pari alla 
icaci dei vari modi: 
Se  è  di  interesse  solamente  la  risposta  massima  del  sistema  M
comportamento  nel  tempo,  è  possibile  utilizzare  lo  spettro  di  risposta
GDL.  Con  riferimento  allo  spettro  di  risposta  elastico,  esso  è 
rappresentato da un diagramma le cui ordinate corrispondono alla massima ampiezza di uno 
dei parametri della risposta in funzione del periodo proprio e dello smorzamento relativo di 
un sistema elastico a un solo grado di libertà. 
In questo tipo di sistemi, la massima forza agente durante l’azione sismica
 
Sistema 1-GDL eccitato alla base e relazione taglio-spostamento (V
Quindi  per  valutare  l’effetto  del  sisma  è  necessario  conoscere  lo  spostamento  o  la 
accelerazione massimi indotti da questo, una volta dato il periodo proprio del sistema 
che  lo  caratterizza.  Per  tale  ragione  i  parametri  di  risposta  che  si  utilizza
definizione  per  lo  spettro  sono  lo  spostamento  relativo,  la  pseudo-velocità  relativa  e  la 
accelerazione assoluta, tutte quantità legate alle forze agenti sulla massa del sistema. 
ha le dimensioni di una massa e viene indicato come la massa efficace della struttura nel modo 
parte  di  massa  totale  che  risponde  al 
. Questa interpretazione è valida solo se si fa riferimento a 
strutture a telaio con solai rigidi nel proprio piano; in tal caso la massa totale risulta pari alla 
Se  è  di  interesse  solamente  la  risposta  massima  del  sistema  M-GDL  e  non  il  suo 
spettro  di  risposta,  esattamente  come 
Con  riferimento  allo  spettro  di  risposta  elastico,  esso  è 
rappresentato da un diagramma le cui ordinate corrispondono alla massima ampiezza di uno 
el periodo proprio e dello smorzamento relativo di 
In questo tipo di sistemi, la massima forza agente durante l’azione sismica risulta pari 
 
spostamento (V-u) 
Quindi  per  valutare  l’effetto  del  sisma  è  necessario  conoscere  lo  spostamento  o  la 
accelerazione massimi indotti da questo, una volta dato il periodo proprio del sistema 
che  lo  caratterizza.  Per  tale  ragione  i  parametri  di  risposta  che  si  utilizzano  per  la 
velocità  relativa  e  la 
accelerazione assoluta, tutte quantità legate alle forze agenti sulla massa del sistema. Azioni sismiche sugli edifici 
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In conclusione, per una data eccitazione sismica, lo spettro di risposta elastico in spostamento 
SDe (della pseudo-velocità SVe, della pseudo-accelerazione SAe) riassume il comportamento in 
termini  di  massimo  spostamento  (pseudo-velocità, pseudo-accelerazione)  di  tutti  i  sistemi 
elastici 1-GDL con periodo variabile tra 0 e ∞ e smorzamento relativo fissato. 
Utilizzando la definizione di spettro di risposta elastico, la (2.29) diventa: 
(2.30)      
                           
Con  riferimento  al  sistema  M-GDL,  il  massimo  vettore  spostamento  relativo  ed  il 
massimo taglio alla base in corrispondenza del modo j-esimo diventano: 
(2.31)      
                 ,    
(2.32)      
                 ,    
Si sottolinea che la risposta globale del sistema non può essere ottenuta semplicemente 
sommando  i  vettori  modali  dedotti  con  lo  spettro  di  risposta:  infatti  ciascun  modo 
raggiungerà il valore massimo in un tempo diverso dagli altri e quindi non vi sarà mai un 
istante  di tempo  in  cui  la  risposta  della  struttura  sarà  pari  alla  somma  di  tutti  i  massimi 
vettori. Per ottenere la risposta del sistema si utilizzano delle tecniche di combinazione dei 
modi derivanti dall’analisi probabilistica. 
 
2.2.4  Massa modale e altezza effettive 
 
E’ importante motivare e sottolineare il concetto di massa effettiva      introdotto nella 
(2.27) e relativa altezza effettiva che si indicherà nel seguito con   
 . Si è detto che la forza di 
taglio  massima  dovuta  all’n-esimo  modo  è  ottenuta  dall’equazione  (2.31).  Ebbene, 
quest’ultima equazione indica che il taglio alla base di un edificio ad un solo piano con una 
massa concentrata pari a      è lo stesso del taglio alla base dovuto all’n-esimo modo di un 
edificio a più piani con una massa concentrata in corrispondenza di ciascun piano dell’edificio. 
Per tale motivo      è chiamata massa effettiva. 
  Nel  caso  di  un  edificio  ad  un  solo  piano  la massa  totale  dell’edificio  è  effettiva  nel 
produrre  il  valore  del  taglio  alla  base.  Così  accade  poiché  la  massa  e  la  forza  statica 
equivalente  sono  entrambe  concentrate  in  una  sola  posizione,  il  tetto  dell’edificio.  Al 
contrario,  solo  una  porzione  della  massa  di  un  edifico  multipiano  risulta  effettivamente 
responsabile nella produzione del taglio alla base dovuto all’n-esimo modo perché la massa 
dell’edificio è distribuita in corrispondenza ai vari livelli di piano e la distribuzione delle forze 
statiche equivalenti varia con l’altezza dell’edificio secondo il prodotto mjΦjn. La quantità di 
massa  che  partecipa  secondo  l’n-esimo  modo  dipende  dalla  distribuzione  della  massa 
dell’edificio lungo l’altezza nonché dalla forma del modo di vibrare. La somma delle masse      
di tutti i modi è uguale alla massa totale dell’edificio (come già visto con la (2.1)). 
Il massimo momento alla base di un edificio multipiano dovuto all’n-esimo modo è pari 
a: 
(2.33)      
        
    
    
Il termine   
 , già introdotto con il nome di altezza effettiva, è così chiamato in quanto, 
analogamente a quanto già detto a proposito della massa modale, le masse concentrate ai vari 
piani e le forze statiche equivalenti sono disposte sui differenti livelli dell’edificio. Anche   
  
dipende quindi dalla distribuzione delle masse lungo l’altezza dell’edificio e dalla forma del 
singolo modo di vibrare.  
 
Figura 2.10 - Forze statiche equivalenti e schema 1
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Forze statiche equivalenti e schema 1-GDL con massa e altezza effettive
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2.3  Il centro di taglio 
 
Si è finora parlato abbondantemente dei sistemi M-GDL e del ruolo che le masse delle 
strutture esercitano sulla determinazione dei modi naturali di vibrare e, più in generale, sul 
comportamento complessivo della costruzione. Tuttavia, un sistema M-GDL è principalmente 
un sistema di travi (sono tante quante i piani dell’edificio), a ciascuna delle quali competono le 
rispettive proprietà geometriche. 
Un edificio di 10 piani, in cui il ruolo di controventamento orizzontale sia affidato a un 
nucleo di calcestruzzo a C, può essere modellato come una colonna composta da 10 travi a C. 
Questo anche in virtù del fatto che è stata introdotta l’ipotesi di rigidezza assiale infinita per 
gli elementi verticali. Ogni trave, in questo caso, avrà le stesse proprietà geometriche delle 
altre 9 (modulo elastico, momenti d’inerzia, area, baricentro, ecc.), note le quali sarà possibile 
costruire la matrice di rigidezza K per risolvere il problema agli autovalori della (2.4). Qualora 
il nucleo di controvento a C variasse la sua geometria in altezza, ci si troverebbe a lavorare 
con  travi  di  caratteristiche  geometriche  tra  loro  differenti  a  seconda  del  livello  di  altezza 
corrispondente. Si tratterebbe evidentemente di una complicazione dello schema di calcolo. Il 
nucleo di controventamento potrà nel seguito essere indicato col nome di mensola, visto che 
viene vincolato sul classico modello di una mensola incastrata alla base. 
Banalizzando  il  problema,  si  potrebbe  dunque  affermare  che  per  studiare  l’edificio 
reale come un sistema M-GDL sia necessario modellarlo come un’unica mensola di sezione e 
caratteristiche  corrispondenti  a  quelle  del  nucleo  di  controventamento,  suddivisa  in  tante 
parti quanti sono i piani dell’edificio. A questo punto diventa ovvio poter applicare la teoria 
delle travi per indagare il comportamento del sistema complessivo, inteso soprattutto come 
risposta alla sollecitazione sismica. In questo tipo di analisi entrano realmente in gioco tutte le 
proprietà geometriche della trave con cui si va a creare il modello e un ruolo di particolare 
importanza lo assume il centro di taglio. 
 
2.3.1  Disaccoppiamento dei modi di vibrare 
 
Il centro di taglio di una sezione retta è una proprietà molto importante di una trave, è 
il punto in cui una forza di taglio in esso applicata non produce torsione, ma soltanto flessione 
(e proprio per questo è anche chiamato centro di torsione). Quando viene costruito un sistema 
M-GDL  per  studiare  il  comportamento  sismico  di  un  edificio,  le  forze  esterne  agenti  sul 
modello sono applicate in corrispondenza delle masse di piano, con una direzione regolata dal 
vettore di influenza R visto in precedenza. Le masse di piano sono poste generalmente in 
corrispondenza del baricentro dei solai, che non necessariamente coincide con il centro di 
taglio  del  nucleo  controventante.  Quando  accade  questo,  l’eccentricità  tra  il  punto  di 
applicazione delle forze esterne e il centro di taglio determina un effetto torcente nell’edificio. 
Un’altra  conseguenza  di  questa  eccentricità  è  l’accoppiamento  dei  modi  di  vibrare 
propri della struttura calcolati ponendo come sistema di riferimento il baricentro dei piani. 
Più in particolare, si avranno delle forme modali che presentano spostamenti sia lungo le 
direzione x  e  y,  che  rotazioni  attorno  all’asse  verticale  z  a  causa  di  accoppiamenti  traslo-
rotazionali.  
Figura 2.11
E’ possibile però disaccoppiare le componenti rotazionali da quelle traslazionali del 
modello scegliendo un opportuno sistema di riferimento
taglio  dell’edificio  e  orientato  secondo  gli  assi  principali  d’inerzia  della  struttura.
determinazione dell’orientamento della terna di assi principali, una volta fissato un sistema di 
riferimento arbitrario, può essere banalmente calcolato attraverso alcune relazioni derivanti 
dallo studio della geometria delle masse.
Figura 2.12
Con riferimento alla Figura 
principali e con x e y la terna di riferimento generica
sistemi si può desumere dalla relazio
(2.34)     
potendo di conseguenza proseguire con il calcolo dei momenti d’inerzia della sezione in 
oggetto rispetto l’orientazione della nuova terna appena determinata:
(2.35)   
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11 - Significato del centro di taglio di una sezione 
disaccoppiare le componenti rotazionali da quelle traslazionali del 
modello scegliendo un opportuno sistema di riferimento, ossia quello centrato nel centro di 
ntato  secondo  gli  assi  principali  d’inerzia  della  struttura.
determinazione dell’orientamento della terna di assi principali, una volta fissato un sistema di 
riferimento arbitrario, può essere banalmente calcolato attraverso alcune relazioni derivanti 
allo studio della geometria delle masse. 
12 - Rotazione del sistema di riferimento principale 
Figura 2.12, in cui si indicano con n e m le direzione degli assi 
la terna di riferimento generica, l’angolo di rotazione
si può desumere dalla relazione: 
potendo di conseguenza proseguire con il calcolo dei momenti d’inerzia della sezione in 
oggetto rispetto l’orientazione della nuova terna appena determinata: 
 
 
disaccoppiare le componenti rotazionali da quelle traslazionali del 
, ossia quello centrato nel centro di 
ntato  secondo  gli  assi  principali  d’inerzia  della  struttura.  La 
determinazione dell’orientamento della terna di assi principali, una volta fissato un sistema di 
riferimento arbitrario, può essere banalmente calcolato attraverso alcune relazioni derivanti 
 
le direzione degli assi 
, l’angolo di rotazione relativa α tra i due 
potendo di conseguenza proseguire con il calcolo dei momenti d’inerzia della sezione in  
(2.36)   
(2.37)   
Una volta orientata la terna principale, il passo successivo è quello di fissarne l’origine 
sul centro di taglio della sezione.
 
2.3.2  Determinazione del centro di taglio
 
Figura 2.13
In  letteratura  esistono  diverse  dimostrazioni  su  come  determinare  la  posizione  del 
centro  di  taglio  di  sezioni  rette  attraverso  delle  equivalenze  statiche
definizione  stessa  di  centro  di  taglio
possono semplificare di molto il procedimento
Ad esempio, in una sezione con due assi di simmetria (come in 
simmetria polare obliqua, il centro di taglio
della  figura.  Quando  invece  l
affermare che una coordinata del centro di taglio giacerà su tale asse, mentre per individuare 
la  posizione  della  seconda  coordinata  è  necessaria  l’impostazione  di  un  problema  di 
equivalenza statica. Infine, anche quando tutti gli elementi della sezione concorrono in un 
unico punto è facile determinare la posizione del centro di taglio, 
loro intersezione (come nel caso di sezioni a V o a T).
Nel caso più generico, quello
taglio è molto più complessa e richiede la risoluzione di due distinti problemi di equivalenza 
statica, uno relativo al taglio in 
dei due casi fornisce le coordinate del punto desiderato.
riuscire  a  individuare  correttamente  il  centro  di  taglio  di  un  edificio  i  cui  elementi 
controventanti  siano  individuati
orientati casualmente nello spazio




Una volta orientata la terna principale, il passo successivo è quello di fissarne l’origine 
sul centro di taglio della sezione. 
Determinazione del centro di taglio 
13 - Posizione del centro di taglio in diverse sezioni 
In  letteratura  esistono  diverse  dimostrazioni  su  come  determinare  la  posizione  del 
centro  di  taglio  di  sezioni  rette  attraverso  delle  equivalenze  statiche
definizione  stessa  di  centro  di  taglio.  Tuttavia,  le  proprietà  simmetriche  di  alcune  sezioni 
possono semplificare di molto il procedimento, che può essere anche piuttosto laborioso
, in una sezione con due assi di simmetria (come in Figura 
il centro di taglio (CT) è facilmente identificabile con il baricentro 
l’asse  di  simmetria  è  uno  solamente,  ad  esempio 
affermare che una coordinata del centro di taglio giacerà su tale asse, mentre per individuare 
la  posizione  della  seconda  coordinata  è  necessaria  l’impostazione  di  un  problema  di 
nche quando tutti gli elementi della sezione concorrono in un 
unico punto è facile determinare la posizione del centro di taglio, visto che
loro intersezione (come nel caso di sezioni a V o a T). 
Nel caso più generico, quello delle sezioni prive di simmetrie, la ricerca del centro di 
taglio è molto più complessa e richiede la risoluzione di due distinti problemi di equivalenza 
statica, uno relativo al taglio in x e uno in y. L’intersezione delle rette d’azione delle risultanti 
dei due casi fornisce le coordinate del punto desiderato. Questo sistema è l’unico modo per 
riuscire  a  individuare  correttamente  il  centro  di  taglio  di  un  edificio  i  cui  elementi 
dividuati,  ad  esempio,  da  più  diaframmi  verticali  in  calcestruzzo
orientati casualmente nello spazio. 
Una volta orientata la terna principale, il passo successivo è quello di fissarne l’origine 
 
In  letteratura  esistono  diverse  dimostrazioni  su  come  determinare  la  posizione  del 
centro  di  taglio  di  sezioni  rette  attraverso  delle  equivalenze  statiche  che  sfruttano  la 
Tuttavia,  le  proprietà  simmetriche  di  alcune  sezioni 
, che può essere anche piuttosto laborioso. 
Figura 2.11) e nei casi di 
è facilmente identificabile con il baricentro 
’asse  di  simmetria  è  uno  solamente,  ad  esempio  x,  si  può 
affermare che una coordinata del centro di taglio giacerà su tale asse, mentre per individuare 
la  posizione  della  seconda  coordinata  è  necessaria  l’impostazione  di  un  problema  di 
nche quando tutti gli elementi della sezione concorrono in un 
visto che esso si troverà alla 
delle sezioni prive di simmetrie, la ricerca del centro di 
taglio è molto più complessa e richiede la risoluzione di due distinti problemi di equivalenza 
L’intersezione delle rette d’azione delle risultanti 
Questo sistema è l’unico modo per 
riuscire  a  individuare  correttamente  il  centro  di  taglio  di  un  edificio  i  cui  elementi 
più  diaframmi  verticali  in  calcestruzzo  
Tuttavia, quando si è in presenza di pochi diaframmi costituiti da setti rettangolari, o al 
più di sezione molto semplice (ad esempio a L
ostico del  previsto  ed essere  affrontato  senza  l’utilizzo di  sofisticati  software  commerciali 
(tutt’al più basterà un foglio di calcolo)
relativamente  comune  a  molti  edifici
eccessivamente  complessa),  vale  la  pena  descrivere nel  seguito  il  procedimento  esatto  da 
eseguire per la risoluzione del problema.
Aiutandosi anche con le figure seguenti, si supponga di avere un piano di 
lame  di  controventamento  orientate  secondo  diverse direzioni.
assegni al piano (ipotizzato infinitamente rigido) uno spostamento unitario lungo 
dello  spostamento  imposto,  in  ciascuna  lama  nasce  una  forza  p
momenti d’inerzia (nel caso di lame rettangolari si possono trascurare i contributi rispetto 
l’asse debole delle sezioni). Una volta note tutte le forze se ne calcola la risultante 
posiziona sul piano con una relazione di 
polo arbitrariamente fissato pari alla somma 
polo). Allo stesso modo si applica poi uno spostamento unitario lungo 
seconda risultante, R2. Il punto d’incontro delle direzioni delle due risultanti fornirà infine le 




Azioni sismiche sugli edifici 
49 
uando si è in presenza di pochi diaframmi costituiti da setti rettangolari, o al 
più di sezione molto semplice (ad esempio a L o C), il metodo da applicare può risultare meno 
del  previsto  ed essere  affrontato  senza  l’utilizzo di  sofisticati  software  commerciali 
(tutt’al più basterà un foglio di calcolo). Dato che quella appena descritta è una situazione 
a  molti  edifici  (pochi  setti  di  controventamento  di  forma  non 
eccessivamente  complessa),  vale  la  pena  descrivere nel  seguito  il  procedimento  esatto  da 
eseguire per la risoluzione del problema. 
Aiutandosi anche con le figure seguenti, si supponga di avere un piano di 
lame  di  controventamento  orientate  secondo  diverse direzioni.  Come  prima  operazione si 
assegni al piano (ipotizzato infinitamente rigido) uno spostamento unitario lungo 
dello  spostamento  imposto,  in  ciascuna  lama  nasce  una  forza  proporzionale 
momenti d’inerzia (nel caso di lame rettangolari si possono trascurare i contributi rispetto 
Una volta note tutte le forze se ne calcola la risultante 
con una relazione di equilibrio (R1 deve dare un momento rispetto ad un 
pari alla somma dei momenti dati dalle singole forze 
Allo stesso modo si applica poi uno spostamento unitario lungo 
Il punto d’incontro delle direzioni delle due risultanti fornirà infine le 
 
 
Figura 2.14 - Determinazione della prima risultante 
 
Figura 2.15 - Determinazione della seconda risultante 
uando si è in presenza di pochi diaframmi costituiti da setti rettangolari, o al 
da applicare può risultare meno 
del  previsto  ed essere  affrontato  senza  l’utilizzo di  sofisticati  software  commerciali 
Dato che quella appena descritta è una situazione 
(pochi  setti  di  controventamento  di  forma  non 
eccessivamente  complessa),  vale  la  pena  descrivere nel  seguito  il  procedimento  esatto  da 
Aiutandosi anche con le figure seguenti, si supponga di avere un piano di solaio con tre 
Come  prima  operazione si 
assegni al piano (ipotizzato infinitamente rigido) uno spostamento unitario lungo y. A causa 
roporzionale  ai  propri 
momenti d’inerzia (nel caso di lame rettangolari si possono trascurare i contributi rispetto 
Una volta note tutte le forze se ne calcola la risultante R1 e la si 
deve dare un momento rispetto ad un 
dei momenti dati dalle singole forze sullo stesso 
Allo stesso modo si applica poi uno spostamento unitario lungo x per ottenere una 
Il punto d’incontro delle direzioni delle due risultanti fornirà infine le  
 
Figura 2.16 - Determinazione del centro di taglio dall'intersezione delle risultanti
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2.4  L’analisi pushover 
 
Per ottenere una previsione accurata e realistica della risposta sismica di una struttura è 
necessario  disporre  di  strumenti  di  analisi  che  permettano  di  coglierne  soprattutto  il 
comportamento non lineare nel tempo. Sotto questo punto di vista, l’analisi dinamica non 
lineare  al  passo  è,  in  linea  teorica,  lo  strumento  più  completo  ed  efficace  (assumendo 
naturalmente che il modello strutturale riproduca con accuratezza quello reale): la risposta 
della struttura viene determinata mediante integrazione al passo delle equazioni del moto di 
un sistema M-GDL non lineare. 
Tuttavia l’impiego di queste analisi è ostacolata nella pratica da alcuni fattori: 
·  la scelta dei parametri che intervengono è delicata ed influenza sensibilmente i 
risultati dell’analisi stessa; 
·  sono  necessarie  numerose  analisi  impiegando  differenti  accelerogrammi 
opportunamente  selezionati  per  ottenere  un  risultato  rappresentativo  della 
risposta attesa; 
·  l’accuratezza  dell’analisi  va  a  scapito  della  semplicità  e  della  rapidità  di 
esecuzione; 
·  l’interpretazione dei risultati è complessa ed onerosa. 
Per questi motivi si tendono a preferire le analisi statiche lineari o dinamiche lineari (si 
veda §3.3.3), che pur con i loro limiti risultano ancora delle alternative largamente diffuse. 
Un punto d’incontro tra la semplicità d’uso delle une e l’affidabilità delle altre è stato 
recentemente introdotto con lo sviluppo delle analisi statiche non lineari. Il loro impiego è 
sempre più frequente sia in fase di progettazione che di verifica strutturale. 
Gli aspetti principali di questo tipo di analisi sono essenzialmente due: 
·  la determinazione di un legame forza-spostamento (curva di capacità o curva di 
pushover), rappresentativo del reale comportamento monotono della struttura, 
per la cui definizione si richiede un’analisi di spinta o di pushover; 
·  la  valutazione  dello  spostamento  massimo  o  punto  di  funzionamento  (il 
cosiddetto performance point) raggiunto dalla struttura a fronte di un evento 
sismico definito tramite uno spettro di risposta elastico in accelerazione. 
In pratica l’analisi di spinta consente di descrivere il comportamento della struttura 
tramite un semplice legame monodimensionale forza-spostamento detto curva di capacità. In 
tal modo l’analisi della risposta della struttura viene ricondotta a quella di un sistema ad un 
solo grado di libertà (1-GDL) equivalente alla struttura di partenza. I metodi statici non lineari 
permettono  di  individuare  lo  spostamento  massimo  di  tale  sistema  1-GDL  equivalente  e 
quindi  la  risposta  della  struttura  (punto  prestazionale)  soggetta  ad  un  evento  sismico 
descritto dal relativo spettro di risposta in accelerazione. 
 
 
2.4.1  Che cos’è e come si svolge 
 
L’analisi  statica  non  lineare,  o  pushover,  è  uno  strumento  relativamente  recente. 
Inizialmente è stata sviluppata con riferimento a sistemi ad un solo grado di libertà (Freeman 
et al., 1975; Shibata and Sozen, 1976; Saiidi e Sozen, 1981; Fajfar and Fischinger, 1989 e molti 
altri), affermandosi poi successivamente per monitorare il displacement-based-assesment di Azioni sismiche sugli edifici 
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edifici multipiano regolari ed irregolari, nonché per strutture di ponti (Kappos et al., 2004; 
Aydinoglu, 2004; Kappos et al., 2005). 
Il termine pushover significa letteralmente “spingere oltre” e con esso si suole indicare 
una  procedura  statica  non  lineare  impiegata  per  determinare  il  comportamento  di  una 
struttura a fronte di una determinata azione (forza o spostamento) applicata. Consiste nello 
“spingere” la struttura fino a quando questa non collassa oppure fino a quando determinati 
parametri  di  controllo  non  raggiungono  il  limite  fissato.  Per  eseguire  la  “spinta”  vengono 
applicati  opportunamente  dei  cosiddetti  profili  di  carico  (o  di  spostamento)  in  modo 
incrementale. Dall’analisi di spinta sarà possibile ottenere un legame scalare del tipo forza-
spostamento  denominato  curva  di  capacità,  che  permette  di  ricondurre  la  ricerca  dello 
spostamento  massimo  di  un  sistema  soggetto  ad  una  certa  azione  esterna  a  quella  di  un 
sistema 1-GDL equivalente. 
 
Figura 2.17 - Sistema 1-GDL 
Nel caso di sistemi ad un solo grado di libertà l’analisi di spinta è abbastanza intuitiva. 
Un sistema di questo tipo, come in parte già detto anche in precedenza, può essere idealizzato 
come una massa concentrata m sorretta da un elemento privo di massa con rigidezza laterale 
k e collegato ad un elemento (privo di massa e rigidezza) responsabile di uno smorzamento. 
La configurazione deformata, o campo di spostamento, del sistema è definita quindi da un 
unico parametro che può identificarsi con lo  spostamento relativo della massa rispetto al 
suolo (spostamento Dt di Figura 2.7). Come in precedenza accennato, un caso evidente di 
struttura riconducibile a tale schema è rappresentato dalla pila da ponte, che può considerarsi 
con  buona  approssimazione  un  pendolo  rovescio,  ossia  un  oscillatore  semplice  in  cui  la 
totalità della massa (impalcato, pulvino, fusto della pila) è concentrata in testa, mentre la 
rigidezza del sistema può attribuirsi ad un elemento di massa nulla (il fusto della pila stessa). 
In casi semplici come questo, l’analisi di spinta consiste nell’applicare alla massa del 
sistema uno spostamento D o una forza F la cui intensità viene gradualmente incrementata 
nella  direzione  dell’unico  grado  di  libertà  disponibile.  Il  valore  iniziale  della  forza  o  dello 
spostamento  non  ha  ovviamente  importanza.  Le  espressioni  che  definiscono  la  forzante 
(intesa in senso generalizzato come forza o come spostamento) possono esprimersi come: 
(2.38)          
(2.39)          
Dunque, fissato arbitrariamente il valore di d o f, il fattore moltiplicativo α o β viene 
gradualmente incrementato da zero fino ad un valore finale che permetta di investigare il 
campo di risposta di interesse per il sistema in esame. Ad ogni valore di α o β corrisponde 
quindi un valore D o F che rappresenta lo spostamento o la forza applicati alla massa del Azioni sismiche sugli edifici 
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sistema. Il comportamento dell’insieme è definito da un legame forza-spostamento in cui la 
forza coincide con il taglio alla base Vb e lo spostamento con Dt: 
·  nel caso di analisi a forze imposte (F è la forza applicata ad m): Vb=F e Dt=D, 
essendo D lo spostamento di m indotto da F; 
·  nel caso di analisi a spostamenti imposti imposte (D è lo spostamento applicato 
ad m): Dt=D e Vb=F essendo F la reazione vincolare risultante. 
Nel caso di sistemi M-GDL la spinta avviene in modo leggermente più complesso, anche 
se l’impianto descritto fino ad ora risulta sostanzialmente lo stesso. Nella pratica si tratta di 
applicare  forze  e  spostamenti  in  corrispondenza  di ciascun  piano  della  struttura,  secondo 
schemi di carico opportuni. Per descrivere il comportamento dell’intero sistema in termini di 
forza-spostamento si continua comunque a monitorare un solo parametro di forza e un solo 
parametro di spostamento. 
 
Figura 2.18 - Analisi di spinta su un telaio 
La  scelta  dei  due  parametri  non  è  comunque  univoca  e  scelte  differenti  possono 
portare  a  risultati  differenti.  Solitamente,  come  parametri  di  forza  e  deformazione,  si 
selezionano il taglio alla base e lo spostamento del baricentro dell’ultimo piano dell’edificio. 
Per la verità non esiste una regola o una teoria che impongano questa scelta (soprattutto per 
quanto riguarda lo spostamento in sommità), si tratta verosimilmente di un retaggio delle 
originarie applicazioni di questa tecnica alle pile da ponte delle quali per ovvie ragioni si 
monitorava lo spostamento in sommità. 
In un’analisi di spinta basata sugli spostamenti o sulle forze si impone alla struttura, in 
modo incrementale, un profilo di spostamenti    =(D1, D2, …, Dj, …, Dn)T o di forze    =( F 1, F 2, …, 
F  j,  …,  F  n)T  a  livello  di  piano  che  possono  essere  definite  da  un  vettore  di  forma      o     
moltiplicato per un fattore di scala α o β: 
(2.40)             
(2.41)             
dove   =(d1, d2, …, di, …, dn)T e Di= αidi è lo spostamento del piano i-esimo, oppure   =(f1, f2, …, fi, 
…, fn)T e Fi=βfi è la forza di piano i-esima. 
Per  descrivere  il  comportamento  del  sistema  attraverso  un  legame  scalare  forza-
spostamento P-U (detto curva di capacità) si scelgono comunemente il taglio alla base e lo 
spostamento Dt del piano di copertura. Azioni sismiche sugli edifici 
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Considerando che l’obiettivo è di simulare la risposta dinamica della struttura, sorge la 
questione se l’analisi di spinta debba essere condotta applicando una sistema di  spostamenti 
o  di  forze.  Se  la  struttura  avesse  un  comportamento  elastico  lineare  i  due  approcci 
condurrebbero agli stessi risultati ma la presenza di effetti anelastici comporta una sensibile 
differenza tra le due alternative. 
Concettualmente  l’analisi  dinamica  viene  condotta  con  le    forze  inerziali  per  cui 
l’analisi di spinta a forze imposte sembrerebbe più appropriata ma, in un’analisi dinamica, 
perfino quando un modo è dominante, l’andamento delle forze di piano non rimane inalterata 
(ossia  non  variano  proporzionalmente  ad  un  fattore  costante),  per  cui  applicare  una 
distribuzione di forze costante non è comunque esatto; inoltre possono sorgere difficoltà nel 
condurre analisi anelastiche stabili con controllo in forze, poiché queste non sono in grado di 
cogliere un eventuale comportamento softening della struttura né di seguire accuratamente 
risposte associate a rigidezze molto piccole, per cui può essere preferibile eseguire analisi a 
spostamenti controllati. Di contro, lavorando a spostamenti imposti, si vincola la deformata 
della struttura, per cui si rischia di conseguire campi di forze completamente errati rispetto a 
quelli attesi in una struttura “libera” di deformarsi a fronte dell’evento sismico e quindi a 
risultati seriamente fuorvianti.  
Comunque,  l’approccio  basato  sulle  forze  è  quello  che  ha  attirato  maggiormente 
l’interesse tra ricercatori ed ingegneri professionisti anche perché di facile implementazione 
su tutti i più comuni programmi di calcolo. 
Uno  step  fondamentale  del  procedimento  di  analisi  pushover  è  l’ottenimento  della 
curva di capacità (o anche curva di pushover) della struttura. Essa è in pratica la curva forza-
spostamento  espressa  nei  termini  di  taglio  alla  base  Vb  e  spostamento  in  sommità  Dt  e 
rappresenta  appunto  la  capacità  esibita  dal  sistema  nel  fronteggiare  le  azioni  esterne. 
Considerando un sistema a un solo grado di libertà, l’andamento di tale curva dipende dalla 
rigidezza  del  sistema  (k)  o  dalla  sua  flessibilità  (k-1)  che  a  loro  volta  dipendono 
essenzialmente dalle caratteristiche geometriche e meccaniche del sistema e sono funzioni 
non lineari rispettivamente dello spostamento e della forza applicata: 
(2.42)            oppure            
(2.43)              oppure              
Con riferimento alla Figura 2.19, si riportano i legami forza-spostamento ottenuti per tre 
comportamenti emblematici caratterizzati da un iniziale comportamento elastico lineare fino 
alla soglia di snervamento (rappresentato dal ramo lineare) seguito da un comportamento 




Figura 2.19 - Curva di capacità di un sistema reale 
Quando  si  studiano  sistemi  M-GDL,  che  è  il  caso  di maggiore  interesse,  la  curva  di 
capacità  mostra  comportamenti  analoghi  caratterizzati  ancora  da  un  tratto  inizialmente 
rettilineo, corrispondente al comportamento lineare della struttura, che si incurva quando 
inizia la plasticizzazione e la risposta progredisce in campo non lineare. La capacità di una 
struttura dipende esclusivamente dalle capacità di resistenza e deformazione dei suoi singoli 
componenti.  Si  fa  notare  infatti  come  finora  non  si  sia  fatto  riferimento  alcuno  all’azione 
sismica specifica, pertanto si può affermare che in un certo senso la curva di capacità è una 
sorta di legame costitutivo della struttura. 
Quello che accade durante un’analisi di pushover è la determinazione di un legame 
forza-spostamento  di  un  sistema  M-GDL  a  partire  da  un  sistema  1-GDL  “equivalente” 
rappresentativo dell’intero sistema complesso a molti gradi di libertà. Quando un terremoto 
induce uno spostamento laterale nella struttura la sua risposta è rappresentata da un punto 
su tale curva e, poiché la deformazione di tutti i suoi componenti è correlata allo spostamento 
globale della struttura stessa, ogni punto di questa curva definisce anche uno specifico stato di 
danno strutturale. 
Generalmente, per studiare le curve di capacità si tende a semplificarne l’andamento 
mediante  linearizzazione  bi-lineare  o  tri-lineare,  a  seconda  dell’approssimazione  che  si 
intende dare al problema. Si osservi (Figura 2.20) come diverse linearizzazioni possano avere 
in comune il medesimo tratto elastico e il medesimo punto di snervamento. Questo è uno dei 
modi con cui si possono approssimare le curve, ma le possibilità sono diverse e non esiste 
l’obbligo  di  seguire  alcun  criterio  prefissato  per  la  linearizzazione.  In  linea  di  principio  è 
comunque lecito affermare che l’approssimazione apportata sarà tanto migliore quanto più 




Figura 2.20 - Esempi di linearizzazioni delle curva di capacità 
 
2.4.2  Da sistema M-GDL a sistema 1-GDL equivalente 
 
L’analisi  statica  di  pushover  non  ha  un  fondamento  teorico  rigoroso,  cosicché 
procedure  differenti,  che  pur  conducono  a  risultati  abbastanza  diversi  tra  loro,  sono 
largamente usate ed accettate. L’assunto di base sul quale poggia l’analisi di spinta è che la 
risposta della struttura sia dominata da un solo modo e che la forma di questo modo resti 
costante durante la storia temporale della risposta stessa. Entrambe le assunzioni non sono 
esatte, ma numerosi studi in merito hanno mostrato che queste supposizioni conducono a 
stime  abbastanza  buone  della  risposta  sismica  massima  di  sistemi  1-GDL,  purché  la  loro 
risposta sia effettivamente dominata dal primo modo. 
Anche  in  questo  caso,  non  esiste  un’univoca  strada  per  definire  un  sistema  1-GDL 
equivalente a partire da un sistema M-GDL. Tuttavia una serie di assunzioni sono comuni a 
tutti gli approcci, in particolare: 
·  il profilo di spostamenti della struttura, ossia l’andamento della deformata del 
sistema M-GDL u, viene descritto con un vettore di forma Φ la cui ampiezza 
varia nel tempo tramite una coordinata generalizzata q(t) (metodi uni-modali) 
oppure  con  una  combinazione  lineare  di  vettori  di  forma  Φm  (tra  loro 
ortogonali)  la  cui  ampiezza  varia  nel  tempo  tramite  le  corrispondenti 
coordinate generalizzate qm(t) (metodi multi-modali). I vettori di forma adottati 
nei metodi uni-modali e nei metodi multi-modali possono rimanere invarianti e 
cioè costanti durante l’intera storia temporale indipendentemente dal livello di 
deformazione (metodi non adattativi) o possono essere modificati in funzione 
delle caratteristiche correnti del sistema (metodi adattativi); 
·  il legame forza-spostamento caratteristico del sistema 1-GDL equivalente viene 
determinato attraverso un’analisi di pushover condotta sul sistema M-GDL: il 
profilo  di  carico  applicato  (metodi  uni-modali)  o  i  profili  di  carico  applicati 
(metodi multi-modali) sono proporzionali, attraverso la matrice delle masse M, 
rispettivamente  al  vettore  di  forma  Φ  o  ai  vettori  di  forma  Φm  solitamente 
normalizzati ad uno spostamento unitario in sommità dell’edificio. 
Si  osserva  che  una  qualsiasi  forma  ragionevole  può  essere  scelta  per  Φ  e  Φm,  ma 
solitamente si adottano le forme modali del sistema M-GDL. In particolare nei metodi uni-
modali si ha che Φ=Φ1, cioè si prende in considerazione il primo modo. Per quanto riguarda i 
sistemi  adattativi  è  invece  necessario  ridefinire  i  vettori  di  forma  quando  si  verifica  un 
cambiamento significativo delle caratteristiche del sistema resistente a seguito del progresso 
della plasticizzazione del sistema stesso. Azioni sismiche sugli edifici 
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Naturalmente i metodi uni-modali risultano spesso la via più semplice e veloce per 
passare da un sistema M-GDL a uno 1-GDL. Questo tipo di approccio in edifici multipiano 
abbastanza  regolari  in  pianta  e  con  un  sistema  di  controventamento  costituito  da  pareti 
continue che si estendono dal piano di fondazione fino alla sommità della struttura, risulta più 
efficace che per altre tipologie di strutture. Infatti, un aspetto rilevante di queste costruzioni, è 
legato al fatto che il primo modo proprio di vibrare risulta dominante nella quantificazione 
degli spostamenti e della resistenza flessionale, permettendo una correlazione diretta tra la 
struttura e il sistema 1-GDL, poiché risultano di fatto trascurabili tutti gli altri modi di vibrare 
diversi da quello fondamentale. 
Nel caso però di edifici particolarmente alti anche i modi superiori al primo possono 
essere  significativi  della  risposta  strutturale.  Per  questo  motivo  nel  seguito  dell’elaborato 
verrà presa in considerazione anche la composizione di un modo equivalente che tenga in 
conto dei contributi di tutti i modi vibrare del sistema mediante un’opportuna combinazione 
lineare ponderata. 
Al di là di queste considerazioni teoriche, la riduzione effettiva di un sistema M-GDL al 
rispettivo sistema 1-GDL equivalente verrà approfondita e compiutamente calcolata nel terzo 
capitolo di questa tesi. 
 
2.4.3  I profili di carico 
 
I  profili  di  carico  intendono  rappresentare  e  delimitare  la  distribuzione  di  forze 
inerziali indotte dal terremoto, che varia con la severità del sisma e con il tempo durante il 
sisma  stesso.  Quindi,  il  grado  di  accuratezza  dell’analisi  è  sensibile  al  profilo  di  carico 
applicato.  In  particolare,  in  strutture  alte  e/o  irregolari,  la  deformata  della  struttura  e  la 
distribuzione di forze inerziali possono discostarsi dalla forma del primo modo, per cui risulta 
necessario includere nella definizione del profilo di carico anche l’effetto dei modi superiori. 
Peraltro  è  noto  che  l’impiego  di  qualsiasi  profilo  di  carico  fisso  conduce  a  risultati 
approssimati poiché in ogni caso non si tiene conto della ridistribuzione delle forze d’inerzia 
dovuta  alla  plasticizzazione  e  non  si  seguono  le  variazioni  di  proprietà  vibrazionali  della 
struttura. E’ in questa direzione che si sono sviluppati una serie di analisi di spinta di tipo 
adattativo, a cui si è accennato anche precedentemente, non oggetto però del presente lavoro. 
Nel seguito verranno brevemente esposte le tre tipologie di profilo di carico utilizzate 
in un’analisi pushover: il profilo di carico fisso, il profilo di carico uni-modale e il profilo di 
carico multi-modale. 
L’uso di un profilo di carico fisso o invariante nel tempo implica l’assunzione che la 
distribuzione di forze inerziali rimanga sostanzialmente costante durante l’evento sismico e 
che le deformazioni massime ottenute con tale profilo siano confrontabili con quelle attese 
durante il terremoto. Il generico profilo di carico fisso può essere descritto come segue: 
(2.44)              
dove Ψ è un vettore di forma costante che definisce l’andamento in altezza delle forze inerziali 
e λ è un fattore moltiplicativo che definisce l’ampiezza delle forze applicate in funzione del 
passo t dell’analisi. 
La normativa italiana raccomanda l’uso di almeno due profili di carico che ci si aspetta 
possano inviluppare la distribuzione di forze inerziali. Quindi, si applicano dapprima i carichi 
verticali e poi almeno due profili di carico laterale. Uno dovrebbe coincidere con un profilo di 
carico  uniforme,  ossia  con  forze  di  piano  proporzionali  alle  masse  di  piano,  che  esalta  le Azioni sismiche sugli edifici 
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richieste nei piani più bassi rispetto a quelle nei piani più alti ed accresce l’importanza delle 
forze di taglio di piano rispetto ai momenti ribaltanti: 
(2.45)                
Questa distribuzione di forze risulta uniforme solo se tutte le masse di piano sono 
uguali. L’altro profilo di carico dovrebbe essere invece un profilo uni-modale o multi-modale, 
che vengono descritti di seguito. 
Per quanto riguarda il profilo di carico uni-modale è utilizzato nel caso di edifici bassi e 
regolari,  la  cui  risposta  è  dominata  dal  primo  modo  di  vibrare  e  si  può  utilizzare  una 
distribuzione di carichi statici equivalenti lineari (triangolare invertita se le masse di piano 
sono tutte uguali), del tipo: 
(2.46)           
oppure  una  rappresentativa  delle  forze  associate  alla  prima  forma  modale  (distribuzione 
modale fondamentale): 
(2.47)            
ove si è indicato con M la matrice diagonale delle masse sismiche di piano, con H il vettore 
delle  altezze  dei  piani  rispetto  alla  base  e  con  Φl  la  prima  forma  modale.  Quest’ultima 
distribuzione corrisponde alle forze inerziali che si sviluppano in campo elastico. 
Per edifici alti, si è già detto come l’influenza dei modi di vibrare superiori non possa 
venire trascurata, per cui quando si è in presenza di strutture simili (generalmente con un 
periodo molto lungo) si deve adottare un profilo di carico laterale non lineare. 
I  profili  di  carico  multi-modale  si  rivelano  un  buono  strumento  per  investigare  il 
comportamento  strutturale  anche  quando  i  modi  superiori  sono  significativi.  Si  basano 
sostanzialmente  su  varianti  delle  tradizionali  procedure  di  spinta  che  utilizzano  profili  di 
carico invarianti derivati dalle forme modali ed utilizzando le regole di combinazione modale 
elastica. 
Nell’approccio di Valles (Valles et al. 1996) il contributo dei modi alti viene incluso 
definendo un modo fondamentale equivalente Φeq che risulta dalla combinazione dei modi di 
vibrazione, pesati con i rispettivi fattori di partecipazione, secondo la regola SRSS: 
(2.48)     ,     ∑         2  
  1  
con Φmi = forma modale m-esima al piano i-esimo e Γm = fattore di partecipazione del modo 
m-esimo: 
(2.49)       
  
    
  
     
 
risultando pertanto il vettore di forma dei carichi laterali: 
(2.50)           
 
2.4.4  Il metodo N2 
 
Come si è già accennato più volte, l’analisi di pushover non viene eseguita con un metodo 
univocamente  definito,  ma  vi  sono  diverse  possibilità  di  procedere,  pur  rimanendo 
sostanzialmente inalterato l’impianto generale delle operazioni. 
Nelle analisi svolte nel presente elaborato si è fatto riferimento al metodo N2, proposto da 
Fajfar (Fajfar 1999), già introdotto nell’ O.P.C.M. n.3274 e presente anche nell’Eurocodice 8. Azioni sismiche sugli edifici 
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Pertanto  si  ritiene  opportuno  esporre  nel  seguito  l’intero  procedimento  previsto  da  tale 
analisi suddiviso per step. 
I) Raccolta dei dati necessari alla realizzazione dell’analisi pushover. In particolare sono 
necessari i diagrammi momento-curvatura degli elementi strutturali e lo spettro elastico 
di risposta (Se-T). 
II) Determinazione dello spettro anelastico di risposta nel formato  AD (Se-SD). Questo 
rappresenterà la domanda sismica a cui verrà sottoposta la struttura. Per poter passare al 
formato AD in un sistema 1-GDL elastico vale la seguente espressione: 
(2.51)       
  
    ·     
con Se che è lo spettro di accelerazione elastica e SDe lo spettro dello spostamento elastico. 
III)  Il  metodo  N2  per  ottenere  lo  spettro  inelastico  prevede  l’utilizzo  di  un  fattore  di 
riduzione Rµ, funzione dell’energia isteretica dissipata dalla struttura duttile, attraverso il 
quale è possibile ottenere: 
(2.52)       
  
  
   
(2.53)        
 
  





    ·        ·
  
    ·       
dove si indica con µ=δu/δy il fattore di duttilità e con Spl e SDpl rispettivamente lo spettro di 
accelerazione anelastico e lo spettro di spostamento elastico. Esistono varie proposte per 
il calcolo di Rµ e quella adottata dal metodo N2, proposta da Vidic e Fajfar, diviene se 
semplificata: 
(2.54)            1  ·
 
  
  1 per T < Tc 
(2.55)              per T ≥ Tc 
dove Tc è il periodo caratteristico dello spettro in cui si ha la transizione dalla zona ad 
accelerazione  costante  alla  zona  a  velocità  costante.  Dal  confronto  tra  le  espressioni 
precedenti si può ricavare che per T>Tc il metodo applica la regola dell’equivalenza dello 
spostamento tra sistema elastico e anelastico. 
IV)  Analisi  con  carichi  incrementali  (pushover)  della  struttura  che  permette  la 
costruzione della curva taglio alla base-spostamento del punto di controllo fissato. Tale 
grafico  rappresenta  il  comportamento  del  sistema  M-GDL.  Il  metodo  non  impone  una 
specifica distribuzione delle forze laterali incrementali, ma stabilisce che il vettore di tali 
forze sia proporzionale alla forma scelta per il vettore degli spostamenti attraverso la 
massa ai vari livelli tramite la seguente reazione: 
(2.56)        Φ   
(2.57)          Φ  
dove F è il vettore delle forze laterali; Fi è la componente i-esima del vettore F, ossia la 
forza laterale al livello i-esimo; λ è il fattore moltiplicativo incrementale delle forze; M è la 
matrice diagonale delle masse del sistema; mi è la i-esima componente della matrice delle 
masse, ossia la massa corrispondente al livello i-esimo; Φ è il vettore degli spostamenti 
assunti, in alcuni casi scelto pari al primo modo di vibrare; Φi spostamento i-esimo della 
struttura. 
V)  Trasformazione  della  relazione  forza-spostamento  del  sistema  M-GDL  in  una 
equivalente  di  un  sistema  1-GDL.  Stabilito  che  la  distribuzione  delle  forze  laterali  
incrementale  è  definita  dalla 
relazioni: 
(2.58)   
(2.59)   
Il  fattore  Γ  equivale  a  quanto  già  sostanzialmente  esposto  nella 
, dove con Φm si indicava una forma modale, qui può essere inteso come una forma 
qualsiasi di spostamenti Φ.
M-GDL, mentre Dt è lo spostamento del punto di controllo, sempre riferito al sistema M
GDL. Infine i termini F* e 
sistema 1-GDL equivalente.
Si fa notare che, essendo la costante di trasformazione 
spostamenti,  la  costruzione  di  un  grafico 
semplicemente scalando del fattore 
del sistema M-GDL, pertanto la rigidezza del sistema ad un solo grado di libertà rimane la 
stessa di quello a molti gradi di libertà.
VI) Successivamente, allo scopo di lavorare con una rappresentazione semplificata del 
grafico D*-F*, si procede alla bi





Il metodo N2 prevede una procedura grafica che richiede espressamente che la rigidezza 
dopo lo snervamento sia pari a zero. In pratica, si impone che la pendenza del secondo 
tratto della bi-lineare sia nulla. Questo è d
definito  come  il  rapporto  tra  la  forza  elastica  richiesta  e  quella  di  snervamento.  E’ 
possibile comunque dimostrare che la presenza di un moderato 
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incrementale  è  definita  dalla  (2.56)  si  trasformano  tutte  le  quantità  attraverso  le 
equivale  a  quanto  già  sostanzialmente  esposto  nella  (
si indicava una forma modale, qui può essere inteso come una forma 
. Con il termine V si indica invece il taglio alla base del sistema 
è lo spostamento del punto di controllo, sempre riferito al sistema M
e D* vengono usati per designare la forza e lo spostamento del 
GDL equivalente. 
Si fa notare che, essendo la costante di trasformazione Γ la medesima sia per forze che per 
spostamenti,  la  costruzione  di  un  grafico  D*-F*  del  sistema  1
semplicemente scalando del fattore Γ la scala degli assi di riferimento del diagramma 
GDL, pertanto la rigidezza del sistema ad un solo grado di libertà rimane la 
stessa di quello a molti gradi di libertà. 
Successivamente, allo scopo di lavorare con una rappresentazione semplificata del 
, si procede alla bi-linearizzazione elasto-plastica del sistema 1
lineare equivalenteFigura 2.21). 
 
Figura 2.21 - Diagramma bi-lineare equivalente 
Il metodo N2 prevede una procedura grafica che richiede espressamente che la rigidezza 
dopo lo snervamento sia pari a zero. In pratica, si impone che la pendenza del secondo 
lineare sia nulla. Questo è dovuto al fatto che il fattore di riduzione 
definito  come  il  rapporto  tra  la  forza  elastica  richiesta  e  quella  di  snervamento.  E’ 
possibile comunque dimostrare che la presenza di un moderato strain
)  si  trasformano  tutte  le  quantità  attraverso  le 
(2.49),  cioè  è  pari  a  
si indicava una forma modale, qui può essere inteso come una forma 
si indica invece il taglio alla base del sistema 
è lo spostamento del punto di controllo, sempre riferito al sistema M-
vengono usati per designare la forza e lo spostamento del 
la medesima sia per forze che per 
ema  1-GDL  è  ottenibile 
la scala degli assi di riferimento del diagramma Dt-V 
GDL, pertanto la rigidezza del sistema ad un solo grado di libertà rimane la 
Successivamente, allo scopo di lavorare con una rappresentazione semplificata del 
plastica del sistema 1-GDL (Figura 
 
Il metodo N2 prevede una procedura grafica che richiede espressamente che la rigidezza 
dopo lo snervamento sia pari a zero. In pratica, si impone che la pendenza del secondo 
ovuto al fatto che il fattore di riduzione Rµ è 
definito  come  il  rapporto  tra  la  forza  elastica  richiesta  e  quella  di  snervamento.  E’ 
strain-hardening non ha Azioni sismiche sugli edifici 
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un  significativo  effetto  sulla  domanda  in  termini  di  spostamento,  mentre  nel  caso  di 
strain-softening gli spostamenti massimi incrementano. 
Il periodo elastico legato alla bi-linearizzazione ideale della struttura è il seguente: 
(2.60)       2  
      
 
  
   
  
 
  è lo spostamento allo snervamento e    
  la relativa forza a snervamento. Sul significato 
di Mtot si rimanda alle (2.27) e (2.28). 
Infine  il  diagramma  bi-lineare  della  capacità  viene  trasformato  nel  formato  AD  con 
l’espressione: 
(2.61)      
  
    
 
VII) Definizione della domanda sismica per il sistema 1-GDL equivalente attraverso le 
formule  semplificate  per  il  coefficiente  di  riduzione  Rµ  viste  precedentemente.  Sullo 
stesso grafico vengono plottate lo spettro elastico della domanda e la curva di capacità bi-
lineare. L’intersezione della retta radiale corrispondente al periodo equivalente T* e lo 
spettro  elastico  della  domanda,  definisce  l’accelerazione  spettrale  Se  richiesta  per  un 
comportamento elastico e il corrispondente spostamento spettrale SDe. 
Quando  T*>Tc  allora  lo  spostamento  anelastico  richiesto  è  uguale  allo  spostamento 
elastico richiesto, come ottenuto dal criterio di equivalenza degli spostamenti. 
Se  invece  T*<Tc  significa  che  la  duttilità  richiesta  può  essere  calcolata  attraverso  la 
seguente espressione: 
(2.62)            1  ·
  
     1 
ottenuta  semplicemente  lavorando  sulla  (2.54).  Infine  la  domanda  in  termini  di 
spostamento può essere determinata come: 
(2.63)         ·   
   
   
  
·  1         1 
  
    
in  entrambi  i  casi  la  domanda  anelastica  coincide  con  l’intersezione  tra  la  curva  di 
capacità bi-lineare e lo spettro della domanda corrispondente al fattore di duttilità µ. In 
questo punto infatti il fattore di duttilità determinato con la curva di capacità e quello 
associato allo spettro di domanda coincidono.  
 
VIII) Determinazione della domanda sismica globale e locale del sistema M
avviene  prima  di  tutto  trasformando  lo  spostamento  indotto  dal  sisma  nel  sistema 
equivalente 1-GDL, nello spostamento massimo atteso del punto di controllo del sistema 
M-GDL,  cioè  lo  spostamento  in  sommità  della  struttura  reale.  Questo  si  effettua  con 
un’operazione molto semplice:
(2.64)   
In  corrispondenza  dello  spostamento  massimo  calcolato  si  valutano  le  richieste  di
prestazione della struttura, sia a livello locale
elementi strutturali) che a livello 
determinato attraverso una nuova analisi pushover con la quale si spinge la struttura fino 
al raggiungimento del punto di controllo 
E’ importante notare che lo spostamento obiett
opportuno spingere l’analisi anche oltre tale valore, per vedere il comportamento della 
struttura sotto eventi sismici estremi.
IX)  Valutazione  delle  capacità  della  struttura  in  cui  si  procederà  al  confronto  tra  le
domande locali e globali a cui è sottoposta e i limiti imposti.
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Figura 2.22 - Performance point 
Determinazione della domanda sismica globale e locale del sistema M
avviene  prima  di  tutto  trasformando  lo  spostamento  indotto  dal  sisma  nel  sistema 
GDL, nello spostamento massimo atteso del punto di controllo del sistema 
cioè  lo  spostamento  in  sommità  della  struttura  reale.  Questo  si  effettua  con 
un’operazione molto semplice: 
 
In  corrispondenza  dello  spostamento  massimo  calcolato  si  valutano  le  richieste  di
prestazione della struttura, sia a livello locale (ad esempio rotazioni di estremità degli 
a livello globale (ad esempio spostamenti di piano). Ciò viene 
determinato attraverso una nuova analisi pushover con la quale si spinge la struttura fino 
al raggiungimento del punto di controllo Dt determinato precedentemente.
E’ importante notare che lo spostamento obiettivo Dt è un valore medio e quindi sarebbe 
opportuno spingere l’analisi anche oltre tale valore, per vedere il comportamento della 
struttura sotto eventi sismici estremi. 
Valutazione  delle  capacità  della  struttura  in  cui  si  procederà  al  confronto  tra  le
domande locali e globali a cui è sottoposta e i limiti imposti. 
 
Determinazione della domanda sismica globale e locale del sistema M-GDL. Questo 
avviene  prima  di  tutto  trasformando  lo  spostamento  indotto  dal  sisma  nel  sistema 
GDL, nello spostamento massimo atteso del punto di controllo del sistema 
cioè  lo  spostamento  in  sommità  della  struttura  reale.  Questo  si  effettua  con 
In  corrispondenza  dello  spostamento  massimo  calcolato  si  valutano  le  richieste  di 
(ad esempio rotazioni di estremità degli 
(ad esempio spostamenti di piano). Ciò viene 
determinato attraverso una nuova analisi pushover con la quale si spinge la struttura fino 
determinato precedentemente. 
ivo Dt è un valore medio e quindi sarebbe 
opportuno spingere l’analisi anche oltre tale valore, per vedere il comportamento della 
Valutazione  delle  capacità  della  struttura  in  cui  si  procederà  al  confronto  tra  le Caso studio: Torre Net Center 
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3  Caso studio: Torre Net Center 
3.1  La Torre 
 
La  North  East  Tower,  o  semplicemente  “NET”,  è  l’edificio  che  domina  il  complesso 
commerciale di recente costruzione in via San Marco, a Padova, firmato da Aurelio Galfetti. 
Situato  nel  contesto  di  una  periferia  che  sta evolvendo  in  fretta,  è difficile  non  dedicargli 
qualche sguardo incuriosito quando ci si trova a passare nei paraggi, magari appena usciti dal 
casello autostradale di Padova Est. La Torre appare subito come un elemento che si vuole 
distinguere dal paesaggio, lo domina con il suo colore vivace e, soprattutto, con un suggestivo 
effetto di torsione dinamica, dettato dalla particolare geometria con cui sono stati realizzati i 
piani dell’edificio.  
 
Figura 3.1 - Net Center 
La  Torre  ospita  un  albergo  ai  piani  inferiori  e  uffici  a  quelli  superiori.  Il  complesso 
commerciale è poi completato da altri due edifici (a est il Palazzo Tendenza e a ovest il Palazzo 
Commercio) e dalla grande piazza. 
Oltre ad occupare una posizione baricentrica nel sistema di edifici e svettare con i suoi 
oltre 80 metri di altezza, la torre rappresenta anche il fuoco prospettico dei diversi coni visivi 
che derivano dall’assetto del tracciato viario. Non è certo un caso se i progettisti hanno scelto 
di farla apparire di forma mutevole in funzione del punto dal quale le si volge lo sguardo. 
L’effetto in apparenza torcente della struttura gli è conferito dalla particolare variazione di 
geometria della pianta di ciascun piano, fino a prodursi in una completa inversione a 180° tra 
il livello a terra e il livello in sommitale. In pratica, il pian terreno è costituito da un trapezio 
isoscele,  mentre  l’ultimo  livello  è  composto  dallo  stesso  trapezio  isoscele,  ma  capovolto Caso studio: Torre Net Center 
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(Figura 3.2). Ne consegue una variazione continua delle superfici delle due facciate laterali per 
raccordare i due elementi generatori e, nel contempo, un’immediata riconoscibilità del fronte 
principale attestato sull’asse stradale. La variabilità dell’involucro è accentuata da brise-soleil 
orizzontali fissi, che scandiscono la progressione verso l’alto della torre. I giochi di luce e 





Figura 3.2 - Variazione delle piante dei livelli 
Alla  ricercata  dinamicità  della  scelta  formale  corrisponde  una  notevole  complessità, 
tanto della definizione geometrica degli elementi quanto delle soluzioni costruttive adottate. Caso studio: Torre Net Center 
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In particolare queste ultime devono garantire la massima flessibilità nella distribuzione dei 
vari livelli, tenendo conto che, a ciascun piano, la pianta subisce una leggera deformazione per 
seguire l’andamento delle facciate e che la torre è destinata a ospitare ai livelli più bassi un 
albergo e a quelli più alti spazi per uffici. 
Poiché  la  grande  maggioranza  delle  reti  impiantistiche  è  distribuita  sulle  superfici 
orizzontali, ogni piano può essere organizzato in funzione delle esigenze dell’utenza mediante 
la realizzazione di partizioni interne realizzate a secco. L’unico elemento di invarianza è il 
nucleo, sul quale si concentreranno le analisi seguenti, che ospita i servizi e i corpi di risalita 
verticale, riconoscibile nella sua centralità anche dall’esterno. Il pian terreno, corrispondente 
alla hall di accesso, stacca infatti dal suolo la massa della torre, lasciando al nucleo il compito 
di sostenere visivamente il volume. Questo basamento svuotato ha anche la finalità di mettere 
in relazione la torre con il grande spazio pubblico compreso tra i due fabbricati laterali. 
Con la stessa attenzione è trattato, in corrispondenza della sommità, il coronamento, 
dove  un  compatto  volume  in  calcestruzzo  interrompe  il  rivestimento  in  brise-soleil  per 
segnalare  la  presenza del  nucleo  centrale  e dare  una  finitio alla  torre.  L’orientamento  del 
volume di chiusura segnala ancora una volta una precisa direzionalità dell’impianto, che gioca 
nell’equilibrio tra la variabilità delle superfici e il rigore della composizione. 
 
Figura 3.3 - Innalzamento del nucleo di calcestruzzo 
La Torre sintetizza gesto creativo e atto costruttivo nella scelta di una tecnologia che 
mira  all’essenzialità  e alla  funzionalità  degli elementi.  La  struttura  portante  si  basa  su  un 
nucleo centrale di irrigidimento in calcestruzzo armato e su un telaio perimetrale costituito da 
pilastri tubolari in acciaio, con anelli di chiusura ad ogni piano. La scelta di coniugare acciaio e 
calcestruzzo si è resa necessaria per garantire il rispetto di garantire di un’idea progettuale 
basata su elementi portanti verticali piuttosto esili, le cui sezioni resistenti potevano essere 
ottenute  solo  con  colonne  metalliche.  Nel  contempo,  la  geometria  variabile  dei  piani  ha 
suggerito l’utilizzo del calcestruzzo per una più rapida ed efficace esecuzione dei solai. 
Le problematiche connesse a queste scelte costruttive possono essere ricondotte da una 
parte all’impegnativo interasse di 15 metri tra le colonne portanti, dall’altra alla compatibilità 
del carico proprio delle solette di piano con le esigue sezioni dei sostegni verticali. La prima è 
stata risolta solidarizzando, tramite piolatura di tipo Nelson, la soletta di piano con l’anello di 
chiusura perimetrale in travi d’acciaio saldate tra loro e connesse tramite flange bullonate alle 
colonne portanti. La seconda ha richiesto l’impiego di inerti in argilla espansa per alleggerire 
il  calcestruzzo  delle  solette  e  portare  il  suo  peso  specifico  da  2.400  a  1650  kg/m3.  La 
costruzione del nucleo centrale di irrigidimento è avvenuta in un’unica fase grazie all’utilizzo 
di  casseri  rampanti  sino  a  quota  di  88  metri  rispetto  al  piano  di  fondazione.  Una  volta Caso studio: Torre Net Center 
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completati i getti per la realizzazione del nucleo centrale è stata progressivamente assemblata 
la struttura perimetrale in carpenteria metallica. 
Le  otto  colonne  perimetrali  sono  state  ottenute  saldando  in  opera  cinque  tronconi 
opportunamente  dotati in officina dei collegamenti per le travi di piano. L’andamento delle 
colonne è inclinato per assecondare la variazione geometrica della pianta, a cui corrisponde, a 
ciascun piano, la sagoma dell’anello di chiusura in acciaio. Ogni anello è costituito da travi di 
bordo in profili a doppio T completati da una mensola continua in acciaio su cui si imposta la 
sottostruttura del rivestimento esterno. Il collegamento tra le travi portanti e la trave di bordo 
è garantito da tronchi di tubo saldati alla colonna, muniti di una flangia preforata di testa su 
cui  si  imbullona  l’anima  delle  travi  di  bordo.  Uno  dei  principali  problemi  connesso  al 
montaggio del telaio perimetrale riguardava l’inclinazione delle colonne. Era infatti necessario 
assicurare  che  gli  assi  reali  delle  colonne  fossero  quanto  più  prossimi  a  quelli  teorici  di 
progetto,  sia  per  osservare  una  fedele  coerenza  architettonica  che  per  non  inficiare  il 
comportamento  statico.  Un’eccessiva  difformità  degli  allineamenti  avrebbe  compromesso 
anche  la  costruzione  dei  sistemi  di  chiusura  vetrati  basati  sull’utilizzo  di  specchiature  di 
eguale dimensione. 
 
Figura 3.4 - Fasi di montaggio delle colonne 
La sequenza di montaggio ha visto il posizionamento dei tronconi di base delle otto 
colonne con l’ausilio di un opportuno sistema di stralli provvisori, quindi il fissaggio delle 
travi di bordo a partire dal livello più alto e procedendo verso il basso. Al fine di controllare 
l’effettivo allineamento degli elementi, l’intera operazione è stata monitorata con un’apposita 
apparecchiatura,  avendo  avuto  cura  in  fase  di  progetto  di  prevedere  la  realizzazione  in 
officina di adeguati punti di mira strumentale sugli elementi in carpenteria. 
Una  volta  completata  la  struttura  metallica,  le  solette  di  piano  sono  state  realizzate 
mediante  il  posizionamento  delle  armature  e  il  getto  di  calcestruzzo  di  30  centimetri  di 
spessore,  con  sezioni  di  rinforzo  antipunzonamento  in  corrispondenza  della  giunzione  al 
nucleo centrale. La stessa successione è stata ripetuta per ciascuno dei segmenti della torre 
corrispondente  ai  cinque  tronchi  delle  colonne  perimetrali.  La  sequenza  ha  richiesto 
l’alternarsi di squadre di montaggio e di carpentieri per un totale di circa 30 settimane. Caso studio: Torre Net Center 
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Una  volta  terminata  la  realizzazione  delle  strutture  e  l’applicazione  dei  trattamenti 
antincendio, la torre è stata rapidamente completata con il sistema di chiusura vetrato, le 
partizioni interne e il sistema di rivestimento in brise-soleil che avvolge il volume sui tre lati. 
Le  lame  fisse  di  colore  rosso,  che  aggettano  per  circa  1,3  metri  dal  piano  di  facciata, 
contribuiscono  a  caratterizzare  fortemente  l’involucro,  sia  per  l’effetto  di  marcare 
orizzontalmente il volume slanciato, sia per il carattere di astrazione che conferiscono allo 
stesso.  L’immagine  che  si  percepisce,  infatti,  è  quella  di  una  sequenza  di  piani  che 
dinamicamente procedono verso l’alto, restituendo concretamente quel processo ideativo che 
soggiace alla concezione stessa della torre. 
 
Figura 3.5 - La North East Tower completata 
   Caso studio: Torre Net Center 
68 
 
3.2  Utilizzo di un programma in Fortran 77 
 
Al fine di eseguire in modo automatico alcune procedure di calcolo adottate nel presente 
lavoro, con particolare riferimento alla composizione della matrice di rigidezza equivalente di 
un  sistema  generico  di  aste  nello  spazio,  si  utilizza  un  linguaggio  di  programmazione  in 
Fortran  77.  Il  codice  di  calcolo  utilizzato,  sviluppato  in  un  precedente  lavoro  di  tesi3, 
permetterà anche l’individuazione di  diversi  altri parametri di risposta strutturale, quali i 
modi propri di vibrare e il taglio alla base del sistema considerato. Nel programma è inoltre 
implementata la procedura per ottenere la forma modale equivalente così come proposta da 
Valles nel capitolo precedente e di conseguenza per ridurre un sistema M-GDL a un sistema 
equivalente ad un solo grado di libertà. 
 
3.2.1  Storia del linguaggio di programmazione Fortran 
 
Prima  dei  sistemi  DOS,  prima  del  Basic  e  prima  di  qualsiasi  altro  linguaggio  di 
programmazione, c’era solo il Fortran, progettato da un gruppo di programmatori dell’IBM 
guidati da John Backus e pubblicato per la prima volta nel 1957. Quando Steve Jobs e Bill 
Gates avevano solo due anni4. 
Il FORmula TRANslator era stato progettato per facilitare la traduzione in codice di 
formule matematiche. Spesso definito come linguaggio scientifico, il Fortran è stato anche il 
primo linguaggio di alto livello e quello che ha per primo utilizzato un compilatore. 
Prima  di  allora  i  programmi  andavano  sviluppati  esclusivamente  in  linguaggio  di 
macchina  o  assembly  code.  L'obiettivo  era  di  creare  un  linguaggio  semplice  da  imparare, 
impiegabile in  un  ampio  raggio  di  esigenze, che  fosse  indipendente  dalla  macchina,  e  che 
consentisse l'esecuzione di complesse funzioni matematiche, scritte il più possibile in modo 
analogo a quello usato normalmente. 
Alcuni anni dopo la sua prima comparsa si sono sviluppati diversi "dialetti" derivanti 
dal Fortran originale. Data la sua semplicità di scrittura i programmatori riuscivano ad essere 
fino a 500 volte più veloci in Fortran che in altri linguaggi, dedicando così maggiormente la 
loro attenzione sui problemi reali piuttosto che sulla trascrizione nel linguaggio. Si può quindi 
affermare che Fortran è stato anche il primo linguaggio "problem oriented" anzichè "machine 
oriented". 
Anche per il Fortran, come per altri linguaggi, sono state redatte delle specifiche di 
standardizzazione ANSI, ma che di volta in volta non hanno scongiurato il proliferare di nuove 
versioni non proprio compatibili tra loro. Il primo standard in cui compare il nome Fortran 77, 




                                                        
3  Modenese  C.,  “Analisi  del  comportamento  di  edifici  alti  alle  azioni  orizzontali”,  Tesi  di  Laurea  Magistrale, 
Relatore: Ch.mo Prof. Renato Vitaliani, Facoltà di Ingegneria, Università degli Studi di Padova, A.A. 2008/2009. 
4 Mio padre nel 1957 di anni ne aveva zero e, sfortunatamente, non ha sviluppato alcuna attività multimilionaria 
legata al campo dell’informatica, ma gli voglio bene lo stesso. Caso studio: Torre Net Center 
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3.2.2  Caratteristiche del programma 
 
Il  programma  non  è  costituito  da  una  sola  unità,  detta  Programma  Principale,  ma, 
essendo complesso, viene suddiviso in un certo numero di Sottoprogrammi non principali, che 
all’occorrenza  vengono  chiamati  dal  Main  Program.  Tutte  le  subroutine  necessarie  per  il 
calcolo della rigidezza equivalente di un sistema di aste nello spazio e l’intera struttura del 
programma sono riportate dettagliatamente in Appendice al presente lavoro. Una volta nota 
la matrice di rigidezza e la matrice delle masse, forniti ovviamente i necessari dati di input, 
risulta  possibile  risolvere  il  problema  generalizzato  agli  autovalori  per  la  determinazione 
delle frequenze e dei modi propri di vibrare della struttura stessa. 
I dati indispensabili per il corretto funzionamento del programma sono i seguenti: 
·  coordinate nodali dei nodi (centro di taglio delle lame) che compongono la struttura 
rispetto al sistema di riferimento globale scelto; 
·  vincoli nodali (di fatto risultano fissi tutti i GDL dei nodi alla base di ciascuna mensola 
considerata); 
·  angolo α di rotazione per ciascuna mensola che deve subire il sistema globale intorno al 
suo asse verticale per sovrapporsi agli assi principali d’inerzia del tronco generico di 
ciascuna lama; 
·  topologia della struttura, utile in fase di assemblaggio delle matrici di rigidezza locali 
nella matrice di rigidezza globale (si precisano i gradi di libertà dei nodi di ciascun 
elemento con numerazione rispetto al globale; ciascun elemento presenta un numero 
di nodi pari a due, mentre ciascun nodo presenta un numero di gradi di libertà pari a 
cinque
5); 
·  proprietà  degli  elementi  quali  il  modulo  elastico  di  Yuong  E,  il  modulo  tangenziale 
)) 1 ( 2 /( E G u + × =  con υ pari al coefficiente di Poisson, il momenti principali d’inerzia 
J11 e J22, il momento d’inerzia torsionale Jd; 
·  masse concentrate (lumped) ai nodi degli elementi di ciascuna mensola secondo i vari 
gradi di libertà (massa in direzione globale X, massa in direzione globale Y e massa 
rotazionale); 
·  vettore dei termini noti; 
·  vettore di influenza del terremoto. 
Una volta acquisiti i dati necessari alla definizione del sistema di aste che compongono 
la struttura in esame, si può partire con la costruzione della matrice di rigidezza equivalente 
Keq  condensata,  per  cui  i  gradi  di  libertà  del  sistema  si  riducono  a  tre  per  piano  (due 
traslazioni lungo x e y ed una rotazione attorno all’asse z).  
La costruzione di tale matrice passa attraverso i seguenti passaggi: 
·  costruzione delle matrici di rigidezza locali (parte flessionale e parte torsionale
6) degli 
elementi che compongono ciascuna mensola; 
·  trasformazione  delle  matrici  di  rigidezza  locali  così  ottenute  passando  dal  sistema 
locale  al  sistema  globale  attraverso  la  matrice  di  trasformazione  costruita 
considerando l’angolo di rotazione α di ciascun elemento; 
·  assemblaggio  delle  matrici  di  rigidezza  locali  corrispondenti  ai  tronchi  di  ciascuna 
mensola ottenendo per ogni mensola una matrice di rigidezza; 
                                                        
5 Nello spazio i gradi di libertà del nodo sono in numero pari a sei, in tal caso si trascura il grado di libertà assiale degli 
elementi (ipotesi di rigidezza assiale infinita delle colonne). 
6 Si prende in considerazione la sola torsione alla De Saint-Venant.   Caso studio: Torre Net Center 
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·  applicazione dei vincoli ai nodi di ciascuna mensola (in particolare si fissano i nodi alla 
base); 
·  ordinamento  delle  matrici  in  modo  da  poterle  poi  condensare,  riducendo  così  la 
dimensione delle stesse; 
·  condensazione  delle  matrici  di  rigidezza  delle  singole  lame,  conglobando  i  termini 
relativi ai gradi di libertà corrispondenti alle rotazioni attorno agli assi orizzontali nei 
gradi di libertà di interesse (ovvero le due traslazioni secondo gli assi principali e la 
rotazione attorno all’asse ortogonale al piano); 
·  “trasporto”  delle  matrici  delle  mensole  al  punto  di  origine  del  sistema  globale  di 
coordinate
7 (0, 0, 0) attraverso la matrice topologica che contiene le coordinate del 
centro di taglio dei vari elementi; 
·  assemblaggio delle matrici di rigidezza delle singole mensole nella matrice di rigidezza 
globale equivalente del sistema. 
Per la soluzione del problema agli autovalori, si veda l’equazione (2.4), è necessario 
conoscere oltre alla matrice Keq anche la matrice delle masse M dell’intera struttura. Per il 
calcolo di quest’ultima si costruiscono dapprima le matrici delle masse delle singole mensole e 
poi si assemblano esattamente come accade per la matrice delle rigidezze. Chiaramente prima 
dell’assemblaggio è necessario riferire le matrici delle masse delle singole mensole all’origine 
del sistema di riferimento globale scelto, sempre attraverso la matrice topologica definita per 
ogni nodo che considera le coordinate del centro di taglio dei nodi delle aste. 
Per  risolvere  l’equazione  di  equilibrio  della  struttura  (Keq∙x=F),  che  permette  di 
ottenere gli spostamenti generalizzati, è necessario risolvere un sistema del tipo: 
(3.1)     ·       
La matrice A in questo caso coincide con la matrice di rigidezza, mentre il vettore b 
consiste  nel  vettore  dei  termini  noti  (forze  di  piano)  applicate  alla  struttura.  Esistono 
numerosi metodi di soluzione dei sistemi lineari, distinti in metodi diretti e metodi iterativi. In 
questo caso si è scelto di utilizzare un metodo diretto molto usato, ovvero il metodo della 
fattorizzazione triangolare (metodo LDU) che consiste nella decomposizione della matrice A 
nel prodotto delle due matrici: 
(3.2)     ·       
dove L  è matrice triangolare bassa (ha elementi solo nella diagonale e ad di sotto di essa) e U 
è triangolare alta (ha elementi solo nella diagonale e al di sopra di essa). Nel caso di una 
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La decomposizione sopra esposta permette di riscrivere il sistema (3.1) come: 
  (3.3)     ·        ·    ·       ·    ·        
risolvendo dapprima rispetto al vettore y il sistema: 
  (3.4)     ·       
e poi risolvendo il sistema: 
                                                        
7 Il punto di origine del sistema globale può essere qualsiasi nel piano XY. Caso studio: Torre Net Center 
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  (3.5)     ·       
L’equazione (3.4) può essere quindi risolta mediante sostituzione in avanti (forward 
substitution) come segue: 
  (3.6)       
  
   
 
















































Nel caso poi in cui la matrice A risulti simmetrica e definita positiva, quale è il caso 
della  matrice  di  rigidezza  di  una  struttura,  la  fattorizzazione  L×U  si  riconduce  alla 
decomposizione di Cholesky, per cui l’equazione (3.2)  si riscrive come: 
(3.10)  A L L
T = ×  
Le componenti di [L] si ricavano con le seguenti equazioni: 
(3.11) 
2 / 1 1 i
1 k
2









   

















   
La soluzione del sistema lineare viene quindi implementata mediante l’uso combinato 
delle  seguenti  subroutine  chiamate  CHOLDC  e  CHOLSL,  la  prima  delle  quali  costruisce  la 
matrice L di A, mentre la seconda risolve i sistemi (3.6) : (3.9). 
Si è visto in precedenza come il calcolo delle frequenze naturali di un sistema porta alla 
soluzione del seguente problema generalizzato agli autovalori: 
(3.13)  F W F M K
2 =  
In  questa  sezione  si  vuole  mostrare  come  il  suddetto  problema  agli  autovalori 
generalizzato viene ricondotto ad un problema agli autovalori standard. Questa possibilità 
permette  di  estendere  l’uso  degli  algoritmi  di  calcolo  disponibili  per  i  problemi  standard 
anche ai problemi cosiddetti generalizzati. Inoltre, se un problema generalizzato può essere 
scritto  in  forma  standard,  le  proprietà  degli  autovalori  e  degli  autovettori  del  problema 
generalizzato  possono  essere  dedotte  dalle  proprietà  delle  corrispondenti  quantità  del 
problema standard. 
Entrambe le matrici M e K sono simmetriche e definite positive. L’equazione si riscrive 
come: 
(3.14)  F W F
2 1 ) K M ( = ×
-  
La matrice  K M
1 ×
-  è non è simmetrica, per cui diventa conveniente decomporre la 




T L L M × =  
dove è L è la matrice decomposta di Cholesky. Moltiplicando l’equazione precedente per L-1 si 
ottiene: 
(3.16)  ) L ( ) L ( C
T 2 T F W F × = ×  
dove: 
(3.17) 
T 1 1 ) L ( K L C
- - × × =  
La matrice C così definita è simmetrica e i suoi autovalori sono gli stessi del problema 
originale; i suoi autovettori, invece, sono  F ×
T L .  
Il  metodo  di  Jacobi  permette  di  calcolare  tutti  gli  autovalori  ed  i  corrispondenti 
autovettori di una matrice reale simmetrica, operando una serie di trasformazioni ortogonali 
sulla matrice di partenza. Ciascuna trasformazione (detta iterazione di Jacobi) corrisponde ad 
una  rotazione  piana  designata  ad  annullare  uno  dei  termini  extra-diagonali  della  matrice 
stessa. Ad ogni trasformazione gli elementi diagonali diventano sempre più piccoli, fino a che 
la  matrice  risulta  diagonale  con  riferimento  alla  precisione  di  macchina.  Accumulando  il 
prodotto  delle  varie  trasformazioni  si  giunge  alla  matrice  degli  autovettori,  mentre  gli 
elementi diagonali della matrice diagonale finale risultano essere i corrispondenti autovalori. 
Il metodo di Jacobi è facilmente implementabile per tutte le matrici reali e simmetriche. 
Per matrici che superano un certo ordine di grandezza l’algoritmo in questione può risultare 
più lento, per cui sono senz’altro preferibili altri algoritmi (ad esempio il metodo QR). Nel caso 
in esame la riduzione dei gradi di libertà del sistema a 3 per ogni piano, consente di applicare 
questo  semplice  metodo  per  il  calcolo  di  autovettori/autovalori.  Si  espone  in  breve,  nel 
prossimo paragrafo, il funzionamento dell’algoritmo di Jacobi. 





































   
Tutti  gli  elementi  diagonali  sono  unitari  eccetto  per  i  due  elementi  c  nelle  righe 
(colonne) p e q. Tutti gli elementi extra-diagonali sono pari a zero eccetto i due elementi s e -s. 
I numeri c ed s sono il coseno e il seno dell’angolo di rotazione Φ, così che  1 s c
2 2 = + . Una 
rotazione piana come la (3.18) è usata per trasformare la matrice A in accordo con: 
(3.19)  pq
T
pq P A P ' A × × =  
Ora,  A P
T
pq ×  cambia solo le righe p e q di A, mentre  pq P A×  cambia solo le colonne p e q. Si 
fa notare che le componenti p e q non denotano le componenti di Ppq, ma piuttosto su quali 
righe e colonne la matrice di trasformazione influisce. Quindi gli elementi modificati di A sono 
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Eseguendo il prodotto (3.19) e sfruttando la simmetria di A, si giunge alle seguenti 
formule esplicite: 
(3.21)  








¹ ¹ + =
- =
     




pp sca 2 a s a c a - + =   




qq sca 2 a c a s a + + =   
(3.24)   ) a a ( sc a ) s c ( a qq pp pq
2 2 '
pq - + - =    
L’idea  del  metodo  di  Jacobi  è  quella  di  portare  a  zero  gli  elementi  extra-diagonali 
operando una serie di trasformazioni piane. Di conseguenza, ponendo  0 a
'
pq = , l’equazione 













º º f q    
Se poniamo  c / s t º , la definizione di θ può essere riscritta come: 
(3.26)  0 1 t 2 t
2 = - + q  
La radice minore di questa equazione corrisponde ad un angolo di rotazione minore a 
π/4; questa scelta fornisce a ciascun step la riduzione più stabile. Utilizzando la forma della 


















(3.29)  tc s =  
Operando alcune sostituzioni si perviene ad un nuovo set di equazioni in sostituzione 
delle (3.21) - (3.24), ottenendo: 
(3.30)  pq qq
'
qq ta a a + =    
(3.31)   ) a a ( s a a rp rq rp
'
rp t + - =    Caso studio: Torre Net Center 
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(3.32)   ) a a ( s a a rq rp rq
'
rq t - + =  





º t  
La  convergenza  del  metodo  di  Jacobi  può  essere  vista  considerando  la  somma  dei 
quadrati degli elementi extra-diagonali 





rs a S  
Le equazioni (3.31) - (3.33) implicano che  
(3.35)  
2
pq a 2 S ' S - =  
La matrice diagonale (con riferimento alla precisione di macchina) che si ottiene D 
fornisce come elementi diagonali gli autovalori della matrice originale A, per cui: 
(3.36)   V A V D
T × × =  
ove 
(3.37)   L 3 2 1 P P P V × × =  
essendo Pi le matrici di rotazione successive di Jacobi. Le colonne di V sono gli autovettori (per 
cui  D V V A × = × ). Essi possono essere computati calcolando 
(3.38)   i P V ' V × =  
per ogni step di calcolo, dove inizialmente V è la matrice identità. In dettaglio, l’equazione 


















Giunti  a  questo  punto,  nel  programma  è  stata  implementata  un’analisi  spettrale. 
Tuttavia,  essendo  il  lavoro  di  programmazione  sviluppato  antecedentemente  all’entrata  in 
vigore definitiva delle nuove norme tecniche, esso è stato corredato con le equazioni e le 
indicazioni proprie dell’O.P.C.M. n.3274. Per completezza, si riporta comunque la procedura 
adottata, specificando sin d’ora che è possibile, tramite la semplice implementazione di un 
foglio  di  calcolo,  aggiornare  i  risultati  ottenuti  dal  programma  con  le  prescrizioni  della 
normativa vigente (soprattutto per quanto riguarda le coordinate spettrali). 
Una volta noti i modi vibrare della struttura ed i periodi caratteristici di ciascuno di 
essi, è possibile eseguire un’analisi modale della struttura con spettro di risposta. Lo spettro 
di risposta elastico è costituito da una forma spettrale (spettro normalizzato), considerata 
indipendente dal livello di sismicità, moltiplicata per il valore della accelerazione massima (ag 
S)  del  terreno  che  caratterizza  il  sito.  Lo  spettro  elastico  della  componente  orizzontale  è 
definito dalle seguenti espressioni: 
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 × × × × = 2
D C
o g e T
T T
F S a ) T ( S h  
nelle quali: 
·  S è il fattore che tiene conto del profilo stratigrafico del suolo di fondazione; 
·  η  è  il  fattore  che  tiene  conto  di  un  coefficiente  di  smorzamento  viscoso 
equivalente ξ diverso da 5 (h =1 per  ξ = 5), essendo ξ espresso in percentuale: 
55 , 0 ) 5 /( 10 ³ + = x h ; 
·  T è il periodo di vibrazione dell’oscillatore semplice; 
·  TB, TC, TD sono i periodi che separano i diversi rami dello spettro, dipendenti dal 
profilo stratigrafico del suolo di fondazione.  
I valori di TB, TC, TD e S da assumere per le componenti orizzontali del moto e per le 
diverse categorie di suolo di fondazione sono riportate in  
Tabella 3.1. 
 
Categoria suolo  S  TB  TC  TD 
A  1.00  0.15  0.40  2.00 
B, C, E  1.25  0.15  0.50  2.00 
D  1.35  0.20  0.80  2.00 
 
Tabella 3.1 - Parametri a seconda della categoria del suolo 
 
Lo spettro di riposta elastico dello spostamento si può ottenere per trasformazione 












   
L’analisi  modale  con  spettro  di  risposta  valuta  quindi  la  risposta  strutturale  come 
combinazione  di  un  numero  sufficiente  di  risposte  modali  ciascuna  delle  quali  si  ricava 
attraverso una analisi statica applicando un sistema di forze laterali del tipo: 
 
) (m
a m m m S M F f G =    ossia   
) m (
a mi i m mi S m F f G =  
ove mi = massa del piano i-esimo, Φmi = forma modale m-esima al piano i-esimo, Sa(m)= pseudo-
accelerazione spettrale del modo m-esimo (Sa(m)=Sa(Tm)) e Gm=fattore di partecipazione del 
modo m-esimo. 
Infine per il calcolo della massa modale partecipante Mj*, del fattore di partecipazione 
modale  Gm  e  delle  massime  forze  sismiche  equivalenti  si  utilizza  la  subroutine  MODALE. 
Inoltre, sempre all’interno di questa subroutine, si calcola il profilo di forze equivalente sulla 
struttura che tiene conto dei modi propri di vibrare superiori al primo, come descritto nel 
§2.4.3 tramite la relazione (2.48). 
   Caso studio: Torre Net Center 
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3.3  Analisi del Net Center 
3.3.1  Caratteristiche geometriche e considerazioni 
 
Nella Torre del Net Center, la parte strutturale a cui è assegnato lo scopo di sopportare 
le  azioni  orizzontali  è  il  nucleo  interno  in  calcestruzzo,  come  spesso  accade  per  edifici  di 
questo genere. A dispetto della sua forma sinuosa, la torre è in realtà una costruzione molto 
più  regolare  di  quando  non  sembri  (regolarità  che  si  ricorda  essere  un  cardine  della 
progettazione antisismica). Il nucleo, infatti, accompagna i 24 piani della torre sempre con la 
stessa  pianta  rettangolare,  solo  leggermente  “allungata”  nella  metà  bassa  dell’edificio  per 
esigenze progettuali. 
 
Figura 3.6 – Nucleo di controventamento 
Per studiare il comportamento del nucleo di controventamento con la teoria del beam 
equivalente  è  necessario  ragionare  su  talune  ipotesi,  in  modo  da  non  rendere  la 
schematizzazione del problema troppo distante dalla realtà delle cose. 
Al  fine  della  costruzione  del  modello  M-GDL  per  l’iniziale  analisi  dei  modi  propri  di 
vibrare della struttura e della stima del taglio alla base agente con l’applicazione del metodo 
di Freeman (combinazione SRSS degli sforzi agenti su ciascun piano), viene considerato un 




Figura 3.7 - Sistema M-GDL per la torre del Net Center 
I 22 elementi corrispondono ai piani fuori terra dell’edificio, non sono stati considerati i 
due  piani  interrati.  La  lunghezza  di  ogni  asta  rappresenta  l’effettiva  altezza  del  piano 
corrispondente, l’altezza totale raggiunta è pari a 79,53 metri. Mediamente ogni asta è lunga 
3,61 metri. Al nodo superiore di ogni elemento è assegnata una massa mi, che rappresenta sia 
il contributo del solaio i-esimo sia quello delle pareti afferenti (“lumped mass”). Nel caso in 
esame,  tutti  i  solai  della  torre  sono  di  eguale  superficie,  circa  700  m2,  per  cui  siamo  in 
presenza di 21 masse mi identiche. All’ultima massa viene invece conteggiato un valore mi/2, 
essendo il tetto un piano diverso rispetto a tutti gli altri. 
A  tutti  gli  elementi  sono  state  assegnate  le  medesime  proprietà  geometriche.  In 
particolare si è scelto di adottare una sezione con le caratteristiche riassunte in Tabella 3.2. 
Queste  caratteristiche  sono  state  desunte  da  una  valutazione  effettuata  osservando  lo 
sviluppo reale del nucleo di calcestruzzo (Figura 3.6), quest’ultimo infatti risulta, seppur in 
modo  marginale,  avere  uno  sviluppo  in  pianta  leggermente  diverso  nella  metà  inferiore, 
rispetto alla metà superiore. Si tratta sostanzialmente di una piccola appendice, aggiunta nei 
primi  nove  piani  dell’edificio,  lungo  lo  sviluppo  in  direzione  y,  per  necessità  progettuali. 
Questo si traduce, geometricamente, in una discordanza tra il momento d’inerzia Jx della parte 
superiore  con  quella  inferiore  di  circa  il  30%,  mentre  risultano  praticamente  invariati  i 
momenti d’inerzia Jy. Per tenere conto di questo, che è sostanzialmente una leggera variazione 
in altezza della geometria dell’edificio, è stata adottata una sorta di sezione “media” ottenuta 
mediando le caratteristiche del tronco inferiore con quelle del tronco superiore del nucleo. 
La  regolarità  della  sezione  adottata  e  la  sua  doppia  simmetria  rispetto  agli  assi 
baricentrici  permette  di  individuare  il  centro  di  taglio  coincidente  con  il  baricentro  della 
sezione stessa. Caso studio: Torre Net Center 
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Caratteristiche della sezione media 
A  19.654.000  mm
2 
Jx  5,99E+14  mm
4 
Jy  1,52E+14  mm
4 
Jt  1,18E+14  mm
4 
 
Tabella 3.2 - Caratteristiche della sezione media 
 
 
Figura 3.8 - La sezione considerata 
Una volta definita la posizione del centro di taglio della sezione, è necessario verificare 
anche la posizione del baricentro delle masse, che non necessariamente coincide con quello 
del nucleo di controventamento. La presenza di un’eccentricità tra il baricentro delle masse e 
il  centro  di  taglio  comporta  infatti  l’insorgere  di  momenti  torcenti  lungo  lo  sviluppo 
dell’altezza  dell’edificio  (asse  z),  dovuti  all’accoppiamento  dei  moti  traslazionali.  Questo 
genere di eccentricità influisce anche notevolmente sul calcolo dei modi propri di vibrare 
della struttura M-GDL, senza che si riesca ad individuarne uno dominante, limitando di molto 
l’efficacia di analisi statiche non lineari (pushover). 
Si è già detto come il Net Center sia un edificio strutturalmente molto più regolare di 
quanto non sembri a un primo sguardo. Tuttavia per ottenere il fascio di rette che conferisce 
alle facce della struttura il particolare effetto della superficie rigata, si è visto come sia stato 
necessario creare dei piani a pianta trapezoidale variabile. La variazione in pianta dei solai 
mano a mano che si sale con la torre comporta evidentemente uno spostamento dei baricentri 
delle masse di piano. Ci si è interrogati sull’entità di questi spostamenti. Il trapezio isoscele 
che compone il piano più basso dell’edificio è una figura con la base maggiore di circa 30 
metri,  la  base  minore  di  16  metri  e  un’altezza  ancora  di  30  metri.  Mantenendo  invariata 
l’altezza, ossia la distanza tra le basi, la base minore comincia ad allungarsi ad ogni piano, Caso studio: Torre Net Center 
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viceversa quella maggiore si contrae. Proseguendo in questo modo, si ha un piano a metà 
edificio che è composto da un rettangolo 23x30 metri, mentre l’ultimo piano possiede una 
pianta identica al primo, solamente che ruotata di 180°. 
Aiutandosi con la Figura 3.9 è facile stabilire l’andamento dei baricentri delle masse 
rispetto all’asse della torre. La geometria ci permette subito di capire che la posizione dei 
baricentri  può  variare  solo  lungo  x.  Analiticamente,  si  stabilisce  che  la  disposizione  dei 
baricentri segue una retta debolmente inclinata. Se da un lato è vero che l’unico piano in cui 
baricentro  e  asse  della  struttura  coincidono  è  quello  a  metà  altezza,  è  vero  anche  che  i 
massimi scostamenti registrati in sommità e alla base della torre sono modesti, circa un metro 
e mezzo (il 5% dell’altezza dei trapezi, il 2% dell’altezza totale della struttura). Per questo 
motivo è ragionevole supporre di considerare tutte le masse di piano del modello M-GDL 
centrate sull’asse della torre Net Center. 
 
Figura 3.9 - Baricentri dei solai piano per piano 
3.3.2  Calcolo dei modi propri di vibrare 
 
I solai vengono considerati infinitamente rigidi nel loro piano, in questo modo i gradi di 
libertà di ciascuno di loro sono ridotti al massimo a tre (due traslazioni e una rotazione). 
Questo significa che il sistema M-GDL che rappresenta la torre Net Center possiede 3x22=66 
gradi di libertà. La soluzione del problema agli auto valori si ottiene risolvendo: 
(3.40)            Φ   0 




2  ω  f  T 
[-]  [rad/s]  [Hz]  [s] 
1  1,33E+01  3,65  0,58  1,724 
2  5,24E+01  7,24  1,15  0,868 
3  1,93E+02  13,88  2,21  0,453 
4  5,19E+02  22,79  3,63  0,276 





2  ω  f  T 
[-]  [rad/s]  [Hz]  [s] 
6  2,05E+03  45,25  7,20  0,139 
7  4,06E+03  63,69  10,14  0,099 
8  4,77E+03  69,05  10,99  0,091 
9  9,25E+03  96,19  15,31  0,065 
10  1,51E+04  122,87  19,56  0,051 
11  1,55E+04  124,53  19,82  0,050 
12  1,60E+04  126,42  20,12  0,050 
13  2,22E+04  148,95  23,71  0,042 
14  3,04E+04  174,31  27,74  0,036 
15  3,95E+04  198,81  31,64  0,032 
16  4,22E+04  205,40  32,69  0,031 
17  4,94E+04  222,35  35,39  0,028 
18  5,99E+04  244,80  38,96  0,026 
19  6,11E+04  247,20  39,34  0,025 
20  7,08E+04  266,06  42,35  0,024 
21  8,18E+04  286,03  45,52  0,022 
22  9,28E+04  304,60  48,48  0,021 
23  9,37E+04  306,14  48,72  0,021 
24  1,03E+05  321,69  51,20  0,020 
25  1,14E+05  337,21  53,67  0,019 
26  1,23E+05  351,08  55,88  0,018 
27  1,32E+05  363,25  57,81  0,017 
28  1,40E+05  373,65  59,47  0,017 
29  1,46E+05  382,22  60,83  0,016 
30  1,51E+05  388,94  61,90  0,016 
31  1,55E+05  393,76  62,67  0,016 
32  1,57E+05  396,66  63,13  0,016 
33  1,66E+05  407,74  64,89  0,015 
34  1,82E+05  426,57  67,89  0,015 
35  3,21E+05  566,49  90,16  0,011 
36  3,69E+05  607,72  96,72  0,010 
37  5,27E+05  725,61  115,48  0,009 
38  7,17E+05  846,80  134,77  0,007 
39  8,16E+05  903,53  143,80  0,007 
40  1,21E+06  1099,64  175,01  0,006 
41  1,26E+06  1124,56  178,98  0,006 
42  1,72E+06  1312,98  208,97  0,005 
43  2,07E+06  1440,44  229,25  0,004 
44  2,38E+06  1542,09  245,43  0,004 
45  3,19E+06  1784,70  284,04  0,004 
46  3,22E+06  1793,63  285,47  0,004 
47  4,15E+06  2037,39  324,26  0,003 
48  4,77E+06  2182,93  347,42  0,003 
49  5,27E+06  2295,25  365,30  0,003 
50  6,51E+06  2551,44  406,07  0,002 
51  6,79E+06  2606,46  414,83  0,002 
52  7,82E+06  2797,03  445,16  0,002 
53  9,13E+06  3021,17  480,83  0,002 
54  9,37E+06  3061,28  487,22  0,002 
55  1,03E+07  3211,89  511,19  0,002 





2  ω  f  T 
[-]  [rad/s]  [Hz]  [s] 
57  1,19E+07  3448,92  548,91  0,002 
58  1,26E+07  3542,88  563,87  0,002 
59  1,64E+07  4044,51  643,70  0,002 
60  2,08E+07  4556,39  725,17  0,001 
61  2,57E+07  5064,97  806,11  0,001 
62  3,08E+07  5552,51  883,71  0,001 
63  3,60E+07  5997,45  954,52  0,001 
64  4,07E+07  6376,05  1014,78  0,001 
65  4,44E+07  6665,31  1060,82  0,001 
66  4,69E+07  6846,61  1089,67  0,001 
 
Tabella 3.3 - Autovalori, frequenze e periodi dei modi propri 
Per il calcolo del fattore di partecipazione, della massa modale effettiva e dell’altezza 
effettiva che caratterizzano ciascun modo di vibrare, è necessario definire un vettore R di 
influenza  del  terremoto  per  ciascuno  spostamento  considerato.  Nella  fattispecie  si 
utilizzeranno  due  vettori,  Rx  e  Ry,  rappresentativi  dell’azione  sismica  nelle  medesime 
direzioni.  Si  fa  notare  come  un  terremoto  agente,  ad  esempio,  lungo  x  si  presenti  con 
componente unitaria nei gradi di libertà in x e nulla altrove. 
 
 
  GDL  Rx  Ry 
     (direz. 1)  (direz. 2) 
piano 1 
DX1  1  0 
DY1  0  1 
RZ1  0  0 
piano 2 
DX2  1  0 
DY2  0  1 
RZ2  0  0 
piano 3 
DX3  1  0 
DY3  0  1 
RZ3  0  0 
piano 4 
DX4  1  0 
DY4  0  1 
RZ4  0  0 
piano 5 
DX5  1  0 
DY5  0  1 
RZ5  0  0 
piano 6 
DX6  1  0 
DY6  0  1 
RZ6  0  0 
piano 7  
DX7  1  0 
DY7  0  1 
RZ7  0  0 
piano 8 
DX8  1  0 
DY8  0  1 
RZ8  0  0 Caso studio: Torre Net Center 
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  GDL  Rx  Ry 
     (direz. 1)  (direz. 2) 
piano 9 
DX9  1  0 
DY9  0  1 
RZ9  0  0 
piano 10 
DX10  1  0 
DY10  0  1 
RZ10  0  0 
piano 11 
DX11  1  0 
DY11  0  1 
RZ11  0  0 
piano 12 
DX12  1  0 
DY12  0  1 
RZ12  0  0 
piano 13 
DX13  1  0 
DY13  0  1 
RZ13  0  0 
piano 14 
DX14  1  0 
DY14  0  1 
RZ14  0  0 
piano 15 
DX15  1  0 
DY15  0  1 
RZ15  0  0 
piano 16 
DX16  1  0 
DY16  0  1 
RZ16  0  0 
piano 17 
DX17  1  0 
DY17  0  1 
RZ17  0  0 
piano 18 
DX18  1  0 
DY18  0  1 
RZ18  0  0 
piano 19 
DX19  1  0 
DY19  0  1 
RZ19  0  0 
piano 20 
DX20  1  0 
DY20  0  1 
RZ20  0  0 
piano 21 
DX21  1  0 
DY21  0  1 
RZ21  0  0 
piano 22 
DX22  1  0 
DY22  0  1 
RZ22  0  0 
 
Tabella 3.4 - Vettori di influenza del terremoto considerati 
A questo punto si è in grado di effettuare il calcolo dei restanti parametri dell’analisi: 
fattore di partecipazione, massa e altezza effettiva di ciascuno dei 66 modi propri di vibrare. 
Per farlo si utilizzano le seguenti: Caso studio: Torre Net Center 
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(3.41)       
    
     
(3.42)       
      
2
      
(3.43)       
    
   
(3.44)       
      
2
      
Forse è già di per sé intuitiva, ma si ribadisce il significato della simbologia adottata. Con 
Γ si rappresenta il fattore di partecipazione, ve n’è uno per ciascun modo. L’autovettore del 
modo i-esimo è rappresentato da Φ, mentre R è il vettore di influenza appena esposto in 
Tabella 3.4. Me è la massa effettiva corrispondente al sistema 1-GDL desunto dal modo preso 
in considerazione, analogamente he ne è l’altezza effettiva. Con PF si indica la percentuale di 
massa che partecipa all’oscillazione. M infine è la matrice delle masse. I valori che restituisce il 
programma  in  Fortran  sono  riassunti  nelle  tabelle  seguenti.  E’  possibile  verificare  questi 
risultati, una volta note le matrici K, M e determinati gli autovettori, anche impostando un 
foglio di calcolo. 
Sisma in direzione X 
Modo 
P.F.  Γ  Me  he 
[%]  [-]  [t]  [mm] 
1  62,68  69,85  4878,65  49852,13 
2  0,00  0,00  0,00  0,00 
3  0,00  0,00  0,00  0,00 
4  19,27  38,73  1500,03  15327,98 
5  0,00  0,00  0,00  0,00 
6  0,00  0,00  0,00  0,00 
7  6,62  22,70  515,49  5267,52 
8  0,00  0,00  0,00  0,00 
9  0,00  0,00  0,00  0,00 
10  0,00  0,00  0,00  0,00 
11  3,39  16,23  263,47  2692,22 
12  0,00  0,00  0,00  0,00 
13  0,00  0,00  0,00  0,00 
14  0,00  0,00  0,00  0,00 
15  0,00  0,00  0,00  0,00 
16  2,05  12,62  159,33  1628,09 
17  0,00  0,00  0,00  0,00 
18  0,00  0,00  0,00  0,00 
19  0,00  0,00  0,00  0,00 
20  0,00  0,00  0,00  0,00 
21  0,00  0,00  0,00  0,00 
22  0,00  0,00  0,00  0,00 
23  1,37  10,33  106,61  1089,37 
24  0,00  0,00  0,00  0,00 
25  0,00  0,00  0,00  0,00 
26  0,00  0,00  0,00  0,00 
27  0,00  0,00  0,00  0,00 
28  0,00  0,00  0,00  0,00 
29  0,00  0,00  0,00  0,00 
30  0,00  0,00  0,00  0,00 
31  0,00  0,00  0,00  0,00 Caso studio: Torre Net Center 
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Sisma in direzione X 
Modo 
P.F.  Γ  Me  he 
[%]  [-]  [t]  [mm] 
32  0,00  0,00  0,00  0,00 
33  0,00  0,00  0,00  0,00 
34  0,98  -8,73  76,27  779,34 
35  0,74  -7,56  57,21  584,64 
36  0,00  0,00  0,00  0,00 
37  0,57  6,67  44,46  454,29 
38  0,00  0,00  0,00  0,00 
39  0,46  5,96  35,49  362,62 
40  0,37  5,38  28,92  295,53 
41  0,00  0,00  0,00  0,00 
42  0,31  -4,89  23,95  244,70 
43  0,00  0,00  0,00  0,00 
44  0,26  4,48  20,06  204,94 
45  0,22  4,11  16,91  172,81 
46  0,00  0,00  0,00  0,00 
47  0,18  -3,78  14,28  145,92 
48  0,00  0,00  0,00  0,00 
49  0,15  -3,46  11,98  122,45 
50  0,13  -3,14  9,88  100,97 
51  0,00  0,00  0,00  0,00 
52  0,10  2,80  7,86  80,32 
53  0,08  -2,42  5,84  59,70 
54  0,00  0,00  0,00  0,00 
55  0,05  -1,96  3,82  39,08 
56  0,03  -1,40  1,95  19,89 
57  0,01  0,73  0,54  5,47 
58  0,00  0,00  0,00  0,00 
59  0,00  0,00  0,00  0,00 
60  0,00  0,00  0,00  0,00 
61  0,00  0,00  0,00  0,00 
62  0,00  0,00  0,00  0,00 
63  0,00  0,00  0,00  0,00 
64  0,00  0,00  0,00  0,00 
65  0,00  0,00  0,00  0,00 
66  0,00  0,00  0,00  0,00 
 
Tabella 3.5 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (direzione x) 
 
Sisma in direzione Y 
Modo 
P.F.  Γ  Me  he 
[%]  [-]  [t]  [mm] 
1  0,00  0,00  0,00  0,00 
2  62,68  69,85  4878,65  49852,13 
3  0,00  0,00  0,00  0,00 
4  0,00  0,00  0,00  0,00 
5  0,00  0,00  0,00  0,00 
6  19,27  38,73  1500,03  15327,98 
7  0,00  0,00  0,00  0,00 Caso studio: Torre Net Center 
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Sisma in direzione Y 
Modo 
P.F.  Γ  Me  he 
[%]  [-]  [t]  [mm] 
8  0,00  0,00  0,00  0,00 
9  0,00  0,00  0,00  0,00 
10  0,00  0,00  0,00  0,00 
11  0,00  0,00  0,00  0,00 
12  6,62  -22,70  515,49  5267,52 
13  0,00  0,00  0,00  0,00 
14  0,00  0,00  0,00  0,00 
15  0,00  0,00  0,00  0,00 
16  0,00  0,00  0,00  0,00 
17  0,00  0,00  0,00  0,00 
18  0,00  0,00  0,00  0,00 
19  3,39  16,23  263,47  2692,22 
20  0,00  0,00  0,00  0,00 
21  0,00  0,00  0,00  0,00 
22  0,00  0,00  0,00  0,00 
23  0,00  0,00  0,00  0,00 
24  0,00  0,00  0,00  0,00 
25  0,00  0,00  0,00  0,00 
26  0,00  0,00  0,00  0,00 
27  0,00  0,00  0,00  0,00 
28  0,00  0,00  0,00  0,00 
29  0,00  0,00  0,00  0,00 
30  0,00  0,00  0,00  0,00 
31  0,00  0,00  0,00  0,00 
32  0,00  0,00  0,00  0,00 
33  2,05  12,62  159,33  1628,09 
34  0,00  0,00  0,00  0,00 
35  0,00  0,00  0,00  0,00 
36  1,37  10,33  106,61  1089,37 
37  0,00  0,00  0,00  0,00 
38  0,98  8,73  76,27  779,34 
39  0,00  0,00  0,00  0,00 
40  0,00  0,00  0,00  0,00 
41  0,74  7,56  57,21  584,64 
42  0,00  0,00  0,00  0,00 
43  0,57  6,67  44,46  454,29 
44  0,00  0,00  0,00  0,00 
45  0,00  0,00  0,00  0,00 
46  0,46  5,96  35,49  362,62 
47  0,00  0,00  0,00  0,00 
48  0,37  -5,38  28,92  295,53 
49  0,00  0,00  0,00  0,00 
50  0,00  0,00  0,00  0,00 
51  0,31  -4,89  23,95  244,70 
52  0,00  0,00  0,00  0,00 
53  0,00  0,00  0,00  0,00 
54  0,26  4,48  20,06  204,94 
55  0,00  0,00  0,00  0,00 
56  0,00  0,00  0,00  0,00 













Si osserva immediatamente che i primi modi di vibrare della struttura sono altamente 
rappresentativi  del  suo  comportamento  (comprendono,  sommati,  oltre  l’85%  delle  masse 
dell’edificio). Si nota anche che, correttamente, i modi di vibrare nelle due direzion
identici, data la doppia simmetria in pianta della 
raccolti è schematicamente riassunto in 
Figura 3.10 - Masse e altezze modali effettive per i primi tre modi di vibrare in direzione x
 
Si riportano i grafici relativi ai modi di vibrare principali del sistema M
simmetria dei risultati risulta evidente
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Sisma in direzione Y 
Modo 
P.F.  Γ  Me  he 
[%]  [-]  [t]  [mm] 
  0,22  4,11  16,91  172,81 
  0,18  -3,78  14,28  145,92 
  0,15  -3,46  11,98  122,45 
  0,13  -3,14  9,88  100,97 
  0,10  2,80  7,86  80,32 
  0,08  -2,42  5,84  59,70 
  0,05  -1,96  3,82  39,08 
  0,03  -1,40  1,95  19,89 
  0,01  0,73  0,54  5,47 
Tabella 3.6 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (direzione y)
Si osserva immediatamente che i primi modi di vibrare della struttura sono altamente 
rappresentativi  del  suo  comportamento  (comprendono,  sommati,  oltre  l’85%  delle  masse 
dell’edificio). Si nota anche che, correttamente, i modi di vibrare nelle due direzion
identici, data la doppia simmetria in pianta della sezione (Figura 3.8). Il significato dei dati 
raccolti è schematicamente riassunto in Figura 3.10. 
Masse e altezze modali effettive per i primi tre modi di vibrare in direzione x
Si riportano i grafici relativi ai modi di vibrare principali del sistema M
simmetria dei risultati risulta evidente. 
Caratterizzazione dei modi di vibrare (direzione y) 
Si osserva immediatamente che i primi modi di vibrare della struttura sono altamente 
rappresentativi  del  suo  comportamento  (comprendono,  sommati,  oltre  l’85%  delle  masse 
dell’edificio). Si nota anche che, correttamente, i modi di vibrare nelle due direzioni sono 
Il significato dei dati 
 
Masse e altezze modali effettive per i primi tre modi di vibrare in direzione x 




Figura 3.11 - Modi naturali di vibrazione (direzione x) 
 
 
Figura 3.12 - Modi naturali di vibrazione (direzione y) 
 
3.3.3  Analisi dinamica lineare 
 
Al fine di ricavare le massime sollecitazioni agenti sulla struttura è indispensabile prima 
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questo proposito si specifica che il Net Center è stato progettato seguendo l’O.P.C.M. n.3274, 
che  rappresentava  all’epoca  la  normativa  di  riferimento.  Si  è  già  avuto  modo  di  dire  che, 
rispetto alle NTC del 2008, la differenza principale tra le normative sta nella nuova concezione 
di sismicità del territorio: viene abbandonato il criterio di zonizzazione e ridefinito lo spettro 
di  risposta  di  ciascuna  area  geografica  secondo  le  sue  peculiari  caratteristiche  geo-
morfologiche. Lo scostamento tra lo spettro dell’O.P.C.M. e quello della normativa attuale può 
essere più o meno marcato, a seconda del luogo in cui ci si trova. Nel seguito si calcoleranno i 
parametri di risposta dell’edificio come se la sua progettazione avvenisse oggi e si opererà un 
confronto con quelle che erano le richieste della precedente normativa. 
Per quanto riguarda le Norme Tecniche, le prescrizioni necessarie a ricavare lo spettro 
elastico  di  riferimento  sono  contenute  al  §  3.2.  –  Azione  sismica.  Inoltre,  per  agevolare  il 
progettista  a  definire  compiutamente  tutti  i  parametri  necessari  alla  definizione  della 
domanda sismica dell’area, il Consiglio Superiore dei Lavori Pubblici ha messo a disposizione 
un elaborato elettronico in formato Excel: SPETTRI-NTC. Nel seguito si espongono tutti i dati 
assunti per ottenere lo spettro di risposta più appropriato per l’analisi della torre del Net 
Center. 
Scelta dello Stato Limite Ultimo (SLU) – Stato Limite di Salvaguardia della Vita (SLV): 
a seguito del terremoto la costruzione subisce rotture e crolli dei componenti non strutturali 
ed  impiantistici  e  significativi  danni  dei  componenti  strutturali  cui  si  associa  una  perdita 
significativa di rigidezza nei confronti delle azioni orizzontali; la costruzione conserva invece 
una  parte  della  resistenza  e  rigidezza  per  azioni  verticali  e  un  margine  di  sicurezza  nei 
confronti del collasso per azioni sismiche orizzontali (cfr. NTC § 3.2.1 – Stati limite e relative 
probabilità di superamento). 
Categoria del sottosuolo – Tipo B: rocce tenere e depositi di terreni a grana grossa 
molto  addensati  o  terreni  a  grana  fina  molto  consistenti  (cfr.  NTC  §  3.2.2  –  Categorie  di 
sottosuolo e condizioni topografiche). 
Categoria  topografica  –  T1:  superficie  pianeggiante,  pendii  e  rilievi  isolati  con 
inclinazione media i≤15° (cfr. NTC § 3.2.2 – Categorie di sottosuolo e condizioni topografiche). 
Vita nominale dell’opera - VN≥50 anni: opere ordinarie, ponti, opere infrastrutturali e 
dighe di dimensioni contenute o di importanza normale (cfr. NTC § 2.4.1 – Vita nominale). 
Coefficiente d’uso (Cu) – Considerata una classe d’uso II, Cu=1. La classe II corrisponde 
a  costruzioni  dove  si  prevedano  normali  affollamenti  e  senza  funzioni  pubbliche  e  sociali 
essenziali (cfr. NTC § 2.4.3 – Periodo di riferimento per l’azione sismica). 
Infine è necessario, nelle analisi lineari, assumere un adeguato fattore di struttura q. 
Questo parametro tiene conto della tipologia strutturale, del grado di iperstaticità e anche 
degli  effetti  di  non  linearità  del  materiale.  La  normativa  ci  permette  di  calcolarlo  tramite 
l’espressione: 
(3.45)       0 ·    
Con q0 stimato in 1,58 e KR pari a 1, nel caso di edificio regolare in altezza (cfr. NTC § 
7.3.1 – Analisi lineare o non lineare). Il risultato della (3.45) è quindi q=1,5. 
                                                        
8 Le NTC prescrivono per edifici in classe di duttilità CD”B” (come è ragionevole supporre che sia nel caso del Net 
Center) un q0=Kw3αu/α1. I dati sulla torre di cui si è in possesso non consentono di eseguire un calcolo preciso di 
tale valore. Quindi, anche se con una stima generica lo si è individuato circa pari a 1,7, si è optato per un valore 
cautelativo di 1,5 (cfr. NTC § 7.4.3.2 – Fattori di struttura). Caso studio: Torre Net Center 
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Una  volta  terminata  la  fase  di  raccolta  dei  dati  relativi  alle  caratteristiche  geo-
morfologiche  e  strutturali  del  progetto  in  esame  si  procede  al  calcolo  dei  parametri 
identificativi dello spettro, riassunti in Tabella 3.7. 
 
ag  0,085  accelerazione di picco (PGA) 
F0  2,62  amplificazione spettrale massima 
T*c [s]  0,33  periodo per calcolo Tc 
Ss  1,20  coefficiente di amplificazione stratigrafica 
Cc  1,37  coefficiente per calcolo Tc 
St  1,00  coefficiente di amplificazione topografica 
S  1,20  SsxSt 
η  0,67  fattore per smorzamento 
Tb [s]  0,15  periodo caratteristico inizio accelerazione costante 
Tc [s]  0,46  periodo caratteristico inizio velocità costante 
Td [s]  1,94  periodo caratteristico inizio spostamento costante 
 
Tabella 3.7 - Caratteristiche dello spettro di risposta secondo NTC 2008 
 
 
Figura 3.13 - Spettri di risposta elastici 
 
Volendo determinare quale sia lo spettro di risposta secondo invece l’O.P.C.M. 3274, è 
sufficiente conoscere la categoria del sottosuolo (B), il fattore di struttura (q) e la zona di 
appartenenza dell’area geografica nella quale è collocata la nostra costruzione (Zona 4). A 
conti fatti l’unico parametro che si discosta di una certa entità rispetto ai risultati ottenuti con 
le NTC è ag=0,05, contro lo 0,085 della nuova normativa, che produce una diminuzione delle 
ordinate spettrali di picco Se/g del 40%. Entrambi gli spettri ottenuti sono stati plottati in 
Figura 3.13. 
L’analisi dinamica lineare, così come proposta dalle NTC, avviene mediante tre passaggi 
fondamentali: 
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2.  calcolo degli effetti dell’azione sismica, rappresentata dallo spettro di risposta di 
progetto, per ciascuno dei modi di vibrare individuati; 
3.  combinazione degli effetti relativi a ciascun modo di vibrare. 
Avendo  svolto  al  §  3.3.2  l’analisi  modale  e  poc’anzi  descritto  lo  spettro  di  risposta, 
rimane da considerare la combinazione degli effetti. La Circolare Esplicativa (della quale si 
veda  il  §  7.3.3.1)  consente  di  considerare  la  combinazione  SRSS  (Square  Root  of  Sum  of 
Squares) degli effetti relativi a ciascun modo secondo l’espressione: 
(3.46)       ∑   
 
   
con Ei che è il valore dell’effetto del modo i-esimo. La (3.46) rimane valida fintanto che ciascun 
periodo  di  vibrazione  differisce  di  almeno  il  10%  da  tutti  gli  altri.  Il  calcolo  ci  porta  ad 
esaminare i dati che seguono. 
 
 
Sisma in X 
 
Se/g  SDe  Me  Vb = Me × Sa  Vb
2  he  Mo = Vb × he  Mo
2 
Modo  [-]  [m]  [t]  [kN]  [kN∙kN]  [mm]  [kNm]  [kNm∙kNm] 
1  0,05  0,035  4878,6512  2265,05  5,13E+06  49852,13  112917,36  1,28E+10 
2  0,09  0,018  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
3  0,18  0,009  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
4  0,18  0,003  1500,0337  2631,18  6,92E+06  15327,98  40330,66  1,63E+09 
5  0,18  0,001  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
6  0,17  0,001  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
7  0,15  0,000  515,4928  768,45  5,91E+05  5267,52  4047,84  1,64E+07 
8  0,15  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
9  0,14  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
10  0,13  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
11  0,13  0,000  263,4673  330,12  1,09E+05  2692,22  888,77  7,90E+05 
12  0,13  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
13  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
14  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
15  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
16  0,12  0,000  159,3292  184,03  3,39E+04  1628,09  299,62  8,98E+04 
17  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
18  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
19  0,12  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
20  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
21  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
22  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
23  0,11  0,000  106,6086  117,84  1,39E+04  1089,37  128,38  1,65E+04 
24  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
25  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
26  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
27  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
28  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
29  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
30  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
31  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
32  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
33  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 




Sisma in X 
 
Se/g  SDe  Me  Vb = Me × Sa  Vb
2  he  Mo = Vb × he  Mo
2 
Modo  [-]  [m]  [t]  [kN]  [kN∙kN]  [mm]  [kNm]  [kNm∙kNm] 
35  0,11  0,000  57,2138  60,58  3,67E+03  584,64  35,42  1,25E+03 
36  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
37  0,11  0,000  44,4578  46,54  2,17E+03  454,29  21,14  4,47E+02 
38  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
39  0,11  0,000  35,4872  36,85  1,36E+03  362,62  13,36  1,79E+02 
40  0,11  0,000  28,9212  29,86  8,91E+02  295,53  8,82  7,79E+01 
41  0,11  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
42  0,10  0,000  23,9468  24,61  6,06E+02  244,70  6,02  3,63E+01 
43  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
44  0,10  0,000  20,0558  20,54  4,22E+02  204,94  4,21  1,77E+01 
45  0,10  0,000  16,9121  17,28  2,98E+02  172,81  2,99  8,91E+00 
46  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
47  0,10  0,000  14,2800  14,56  2,12E+02  145,92  2,12  4,51E+00 
48  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
49  0,10  0,000  11,9832  12,19  1,49E+02  122,45  1,49  2,23E+00 
50  0,10  0,000  9,8811  10,04  1,01E+02  100,97  1,01  1,03E+00 
51  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
52  0,10  0,000  7,8602  7,98  6,37E+01  80,32  0,64  4,11E-01 
53  0,10  0,000  5,8427  5,93  3,51E+01  59,70  0,35  1,25E-01 
54  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
55  0,10  0,000  3,8250  3,88  1,50E+01  39,08  0,15  2,30E-02 
56  0,10  0,000  1,9466  1,97  3,89E+00  19,89  0,04  1,54E-03 
57  0,10  0,000  0,5356  0,54  2,94E-01  5,47  0,00  8,82E-06 
58  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
59  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
60  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
61  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
62  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
63  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
64  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
65  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
66  0,10  0,000  0,0000  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
 
Tabella 3.8 - Calcolo delle sollecitazioni per ciascun modo di vibrare (direzione x) 
 
 
Sisma in Y 
 
Se/g  SDe  Me  Vb = Me × Sa  Vb
2  he  Mo = Vb × he  Mo
2 
Modo  [-]  [m]  [t]  [kN]  [kN∙kN]  [mm]  [kNm]  [kNm∙kNm] 
1  0,05  0,035  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
2  0,09  0,018  4878,65  4496,44  2,02E+07  49852,13  224157,01  5,02E+10 
3  0,18  0,009  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
4  0,18  0,003  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
5  0,18  0,001  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
6  0,17  0,001  1500,03  2533,54  6,42E+06  15327,98  38834,01  1,51E+09 
7  0,15  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
8  0,15  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
9  0,14  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
10  0,13  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 




Sisma in Y 
 
Se/g  SDe  Me  Vb = Me × Sa  Vb
2  he  Mo = Vb × he  Mo
2 
Modo  [-]  [m]  [t]  [kN]  [kN∙kN]  [mm]  [kNm]  [kNm∙kNm] 
12  0,13  0,000  515,49  643,99  4,15E+05  5267,52  3392,22  1,15E+07 
13  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
14  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
15  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
16  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
17  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
18  0,12  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
19  0,12  0,000  263,47  297,59  8,86E+04  2692,22  801,18  6,42E+05 
20  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
21  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
22  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
23  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
24  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
25  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
26  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
27  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
28  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
29  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
30  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
31  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
32  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
33  0,11  0,000  159,33  172,10  2,96E+04  1628,09  280,20  7,85E+04 
34  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
35  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
36  0,11  0,000  106,61  112,49  1,27E+04  1089,37  122,54  1,50E+04 
37  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
38  0,11  0,000  76,27  79,38  6,30E+03  779,34  61,86  3,83E+03 
39  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
40  0,11  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
41  0,11  0,000  57,21  59,03  3,48E+03  584,64  34,51  1,19E+03 
42  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
43  0,10  0,000  44,46  45,60  2,08E+03  454,29  20,72  4,29E+02 
44  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
45  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
46  0,10  0,000  35,49  36,25  1,31E+03  362,62  13,14  1,73E+02 
47  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
48  0,10  0,000  28,92  29,45  8,67E+02  295,53  8,70  7,58E+01 
49  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
50  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
51  0,10  0,000  23,95  24,33  5,92E+02  244,70  5,95  3,54E+01 
52  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
53  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
54  0,10  0,000  20,06  20,34  4,14E+02  204,94  4,17  1,74E+01 
55  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
56  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
57  0,10  0,000  0,00  0,00  0,00E+00  0,00  0,00  0,00E+00 
58  0,10  0,000  16,91  17,13  2,93E+02  172,81  2,96  8,76E+00 
59  0,10  0,000  14,28  14,45  2,09E+02  145,92  2,11  4,45E+00 
60  0,10  0,000  11,98  12,11  1,47E+02  122,45  1,48  2,20E+00 
61  0,10  0,000  9,88  9,98  9,97E+01  100,97  1,01  1,02E+00 




Sisma in Y 
 
Se/g  SDe  Me  Vb = Me × Sa  Vb
2  he  Mo = Vb × he  Mo
2 
Modo  [-]  [m]  [t]  [kN]  [kN∙kN]  [mm]  [kNm]  [kNm∙kNm] 
63  0,10  0,000  5,84  5,90  3,48E+01  59,70  0,35  1,24E-01 
64  0,10  0,000  3,82  3,86  1,49E+01  39,08  0,15  2,28E-02 
65  0,10  0,000  1,95  1,96  3,86E+00  19,89  0,04  1,53E-03 
66  0,10  0,000  0,54  0,54  2,92E-01  5,47  0,00  8,74E-06 
 
Tabella 3.9  - Calcolo delle sollecitazioni per ciascun modo di vibrare (direzione y) 
 
A  questo  punto  è  possibile  ricavare  per  le  due  direzioni  principali  le  relative 
sollecitazioni di sforzo tagliante e momento flettente attraverso le seguenti formule: 
(3.47)        ∑     
       
    …      
      
   
(3.48)        ∑     
       
    …      
      
   
che restituiscono per la direzione x: 
(3.49)        3.580 kN 
(3.50)        119.976 kNm 
e per la direzione y: 
(3.51)        5.215 kN 
(3.52)        227.523 kNm 
A titolo di osservazione, si nota come i due modi di vibrare principali nelle due direzioni 
(rispettivamente il primo e il secondo modo) siano in taluni casi già da soli abbondantemente 
rappresentativi del valore totale calcolato attraverso la combinazione SRSS: 
(3.53)     ,        2.265 kN     (64% di Vbx) 
(3.54)     ,        112.917 kNm    (94% di Moy) 
(3.55)     ,        4.500 kN     (86% di Vby) 
(3.56)     ,        224.157 kNm    (98% di Mox) 
Rispetto  alle  prescrizioni  dell’O.P.C.M.  3274,  la  nuova  normativa  è  risultata  più 
cautelativa, almeno per quanto riguarda il territorio di Padova. Per brevità non si riportano le 
analoghe  tabelle,  ma  è  possibile  stimare  le  sollecitazioni  agenti  sul  modello  indotte  dallo 
spettro della “vecchia” zona 4: 
(3.57)     ,       2.169 kN 
(3.58)     ,       75.839 kNm 
(3.59)     ,       3.263 kN 
(3.60)     ,       144.186 kNm 
I valori delle (3.57) – (3.60) sono inferiori a quelli delle (3.49) - (3.52) di oltre il 30%, 
come per altro già intuibile osservando il grafico di Figura 3.13. 
A questo punto sarebbe interessante, prima di procedere oltre, confrontare i risultati 
ottenuti attraverso il programma in Fortran, con un modello più accurato. Per questo scopo si 




Figura 3.14 - Modello del nucleo in Straus7: vista generale 
 
Figura 3.15 - Modello del nucleo: vincoli e masse applicate 
 
Per  definire  compiutamente  la  geometria  della  struttura  si  è  ricreato  il  nucleo  di 
calcestruzzo  con  25.712  elementi  plate  a  quattro  nodi  (non  essendo  gli  oneri  di  calcolo Caso studio: Torre Net Center 
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computazionale  eccessivi  si  è  optato  per  un  buon  numero  di  elementi  con  un  grado 
polinomiale più basso, piuttosto che usare meno elementi di grado polinomiale elevato, ad 
esempio da 8 nodi; in entrambi i casi le differenze tra le due scelte sono poco rilevanti per 
l’analisi che si sta conducendo). Si distingue ora chiaramente la figura reale della struttura, 
essendo stata rappresentata l’intera geometria del nucleo. 
In questo modello è possibile inserire correttamente la posizione di ciascuna massa di 
piano (Figura 3.15), come suggerito precedentemente dalla Figura 3.9. La struttura viene poi 
vincolata  con  degli  incastri  lungo  tutto  il  perimetro  della  base.  Infine,  per  tenere  in 
considerazione l’azione dei solai infinitamente rigidi sul proprio piano, vengono inseriti dei 
rigid link che completano la modellazione. 
La prima soluzione affidata al solutore, la natural frequency, dimostra che il modello, 
nonostante le piccole irregolarità geometriche, presenta gli stessi modi principali di vibrare 
calcolati  mediante  il  modello  M-GDL  passato  al  programma  in  Fortran  (Tabella  3.10).  In 
entrambi i casi i primi tre modi naturali di vibrare coinvolgono all’incirca il 90% della massa 
dell’edificio,  distribuita  approssimativamente  per  il  62-65%  nel  primo  modo,  19-20%  nel 
secondo e 6% nel terzo. 




f  T  P.F. in X  P.F. in Y 
  Modo 
f  T  P.F. in X  P.F. in Y 
[Hz]  [s]  [%]  [%] 
 
[Hz]  [s]  [%]  [%] 
1  0,61  1,63  65,01  0,00  1  0,58  1,72  62,68  0,00 
2  1,22  0,82  0,00  66,69  2  1,15  0,87  0,00  62,68 
3  3,50  0,29  19,43  0,00  4  3,63  0,28  19,27  0,00 
4  5,51  0,18  0,00  20,46  6  7,20  0,14  0,00  19,27 
5  8,85  0,11  6,93  0,00  7  10,14  0,10  6,62  0,00 
6  12,21  0,08  0,00  6,53  12  20,12  0,05  0,00  6,62 
   
91,36  93,68 
     
88,58  88,58 
 
Tabella 3.10 - Confronto modi di vibrare modello plate/modello M-GDL 
Quindi  si  è  effettuata  l’analisi  spettrale  (spectral  response)  inserendo  in  Straus7 
naturalmente lo stesso spettro di risposta utilizzato precedentemente, ossia quello delle NTC 
relativo  a  Padova  (Figura  3.13).  I  risultati  ottenuti  dal  solutore,  elaborati  utilizzando  la 
combinazione statistica SRSS, possono essere così riassunti: 
(3.61)     ,        3.870 kN    (+7% rispetto Vbx) 
(3.62)     ,        148.000 kNm   (+20% rispetto Moy) 
(3.63)     ,        5.840 kN    (+10% rispetto Vby) 
(3.64)     ,        294.000 kNm   (+22% rispetto Mox) 
Con il modello approssimato M-GDL, l’errore nel calcolo dello sforzo tagliante alla base 
della  struttura,  viene  sottostimato  del  7-10%,  mentre  per  il  momento  flettente  si  hanno 
scostamenti del 20-22% tra le due analisi. Considerato che il sistema M-GDL rappresenta lo 
svolgimento di un’analisi per definizione semplificata del problema, che nel nostro caso non 
tiene  in  conto  esplicitamente  di  irregolarità  geometriche  ed  eccentricità  delle  masse, 
possiamo affermare che i risultati ottenuti con tale metodo sono rappresentativi in maniera 
più che soddisfacente del caso di studio in esame. 
 
 Caso studio: Torre Net Center 
96 
 
3.3.4  Sistema equivalente a 1-GDL 
 
Si  è  visto  in  precedenza  come  sia  possibile  ottenere  una  versione  ulteriormente 
semplificata di un sistema M-GDL individuando un sistema 1-GDL (quindi ad un solo grado di 
libertà), rappresentativo del problema, attraverso la caratterizzazione dei suoi modi principali 
di vibrare (si veda §3.3.2 e Figura 3.10 in particolare). Ridurre un sistema M-GDL a un sistema 
ad un solo grado di libertà è un passaggio espressamente richiesto dal metodo N2, ammesso 
dalla normativa per eseguire l’analisi pushover e che si affronterà nel seguito (si veda anche 
§2.4). 
I parametri che però entrano in gioco da un’analisi di un sistema 1-GDL così ottenuto, 
sono  legati  solo  a  un  determinato  modo  di  vibrare,  che  non  è  detto  sia  sempre 
sufficientemente rappresentativo del problema. Così accade soprattutto negli edifici irregolari 
in altezza, in cui i modi di vibrare significativi della struttura sono solitamente più d’uno. A tal 
proposito Chopra e Goel, nel 2001, hanno condotto uno studio descritto nell’articolo “A modal 
pushover  analysis  procedure  for  estimating  seismic  demand  for  buildings”  pubblicato  sulla 
rivista scientifica “Earthquake Engineering and Structural Dynamics”. Dal lavoro è emersa la 
possibilità di portare a termine tante pushover quanti sono i modi di vibrare significativi della 
struttura e determinare la risposta globale combinando gli effetti di ciascuna analisi eseguita 
(pushover modale). Nel caso della torre del Net Center, che comunque non può considerarsi un 
edificio irregolare in altezza, per tenere maggiormente in considerazione tutti i modi propri di 
vibrare si è utilizzato l’approccio di Valles (Valles et al., 1996) implementato nel programma 
in Fortran. 
Nell’approccio di Valles il contributo di tutti i modi viene incluso definendo un modo 
fondamentale equivalente Φeq che risulta da una combinazione SRSS dei modi stessi, ciascuno 
pesato secondo il proprio fattore di partecipazione Γ: 
(3.65)     ,     ∑         2  
  1  
con Φmi = forma modale m-esima al piano i-esimo e Γm = fattore di partecipazione del modo m-
esimo. A questo punto si ottiene immediatamente il relativo profilo di carico equivalente Ψ 
moltiplicando Φeq per la matrice delle masse M: 
(3.66)           
Operativamente, le azioni da compiere per ridurre il sistema M-GDL al sistema 1-GDL 
equivalente, utilizzando la forma modale equivalente appena esposta, sono le seguenti: 
1.  condurre un’analisi modale sul sistema M-GDL (come svolto al §3.3.2) per ottenere il 
modo equivalente dalla (3.65); 
2.  determinare il sistema di forze equivalente Ψ dalla (3.66) e applicarlo alla struttura 
per determinare gli spostamenti elastici risolvendo un sistema del tipo K∙x=F; 
3.  calcolare,  attraverso  il  vettore  degli  spostamenti  elastici  normalizzati,  le  varie 
grandezze rappresentative del sistema 1-GDL: massa e altezza effettive, Γ (si vedano le 
(3.41), (3.42) e (3.43)). 
Con riferimento al caso in esame è stato individuato il modo fondamentale equivalente 
descritto nei grafici di Figura 3.16 e Figura 3.17, in cui è confrontato con i primi tre modi di 
vibrare prevalenti per ciascuna direzione. Anche il modo equivalente, e non poteva essere 
altrimenti, rispecchia la doppia simmetria dell’edificio mantenendosi identico sia in direzione 




Figura 3.16 - Modo equivalente (direzione x) 
 
Figura 3.17 - modo equivalente (direzione y) 
Completando l’analisi, si giunge a definire un sistema 1-GDL equivalente dalle seguenti 
caratteristiche: 
(3.67)       4.909 t     
(3.68)       50,93 m    
(3.69)  Γ   1,56       
I valori determinati sono gli stessi sia in direzione x che in direzione y. Se si confrontano 
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equivalenza9, il che sta a significare che in questo caso specifico i due modi naturali principali 
della struttura sono effettivamente ben rappresentativi del suo comportamento. 
 
3.3.5  Analisi pushover del Net Center 
 
Nel seguito verrà svolta un’analisi statica non lineare della Torre Net Center utilizzando 
il metodo N2 così come recepito dalla normativa italiana. Per determinare le caratteristiche 
del  sistema  equivalente  1-GDL  richiesto  si  farà  riferimento  a  quanto  calcolato 
precedentemente (si vedano le (3.67), (3.68) e (3.69)). 
Lo  svolgimento  della  pushover  viene  eseguito  mediante  il  software  di  calcolo  agli 
elementi finiti Midas/Gen. Il compito di simulare la non linearità del materiale è affidato a 
delle cerniere a plasticità concentrata che descrivono il comportamento della struttura sotto 
l’azione ciclica del sisma. Le cerniere vengono definite dal programma alla base delle lame che 
compongono l’edificio (posizione nella quale si suppone avvenire la formazione delle cerniere 
plastiche reali). Vi sono diversi modi per tenere in considerazione il comportamento plastico 
di  una  cerniera,  all’interno  di  Midas/Gen  lo  si  è  fatto  assegnando  un  legame  momento-
rotazione secondo il modello FEMA (Figura 3.18). 
 
Figura 3.18- Cerniera tipo FEMA: relazione momento-rotazione 
Con  riferimento  alla  figura,  si  riconoscono  tre  punti  fondamentali  nella  relazione 
momento-curvatura: IO = Immediate Occupancy, LS = Life Safety, CP = Collapse Prevention. Le 
proprietà  della  cerniera  sono  desunte  dal  software  in  seguito  alla  modellazione  delle 
armature inserite nelle strutture. Nello specifico si sono adottate le seguenti prescrizioni10: 
·  Armatura verticale 
·  muri da 30-35 cm: 1φ20 ogni 20 cm su entrambe le superfici 
·  muri da 20 cm: 1φ16 ogni 20 cm su entrambe le superfici 
·  Armatura orizzontale 
·  tutti gli spessori: 1φ14 ogni 20 cm 
                                                        
9 Il fattore Γ è diverso perché nelle tabelle descritte non è stato calcolato normalizzando gli autovettori, nel qual 
caso anch’esso risulterebbe praticamente equivalente alla (3.69) 
10 Dati gentilmente concessi da SPC, Società di Progettazioni Costruttive S.r.l. Caso studio: Torre Net Center 
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Si riportano alcune immagini del modello. Anche in questa analisi il piano dei solai è reso 
infinitamente rigido mediante l’utilizzo di rigid link, in modo da bloccare le deformazioni dei 
nodi che appartengono allo stesso piano). 
 
Figura 3.19 – Vista solida del modello Midas/Gen 
 
Figura 3.20 - Vista wire-frame del modello Midas/Gen 
Per un confronto iniziale si sono adoperati profili di carico differenti, in particolare: 
·  un profilo di carico proporzionale alle masse; 
·  un profilo di carico proporzionale al primo modo di vibrare; 
·  il profilo di carico equivalente calcolato al §3.3.4. Caso studio: Torre Net Center 
100 
 
I risultati dell’analisi, svolta lungo la direzione x, produce le seguenti curve di capacità 
taglio alla base-spostamento (Figura 3.21). 
 
Figura 3.21 - Curve di capacità per diversi profili di carico 
Dall’analisi critica del grafico che pone a confronto le diverse curve di carico, si nota 
come la scelta dei carichi influenzi la risposta della struttura. Infatti, il profilo a cui è associato 
il carico uniforme conduce ad una resistenza massima maggiore e a minori spostamenti a 
snervamento,  viceversa  il  profilo  di  carico  modale  (modo  1)  indica  una  minore  forza 
resistenza  e  un  maggiore  spostamento  a  snervamento.  La  curva  ottenuta  con  il  profilo  di 
carico equivalente si pone in situazione intermedia rispetto ai casi limite appena descritti. Per 
i passaggi successivi dell’analisi si considera la curva di capacità ottenuta con il profilo di 
carico equivalente. 
Per stimare la domanda sismica del sistema M-GDL è necessario innanzitutto ridurre la 
curva di capacità di Figura 3.21 del fattore Γ, in modo da ottenere quella relativa al sistema 1-
GDL (Figura 3.22), quindi bi-linearizzarla e trasporla dal formato taglio alla base-spostamento 
al formato accelerazione-spostamento (detto A-D). A questo punto sullo stesso diagramma si 
va a plottare lo spettro di domanda, anch’esso nel formato A-D chiaramente, ottenendo il 
risultato di Figura 3.23. Si precisa qui che il punto di controllo designato per monitorare lo 
spostamento della struttura è sempre stato ragionevolmente assunto in corrispondenza del 
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Figura 3.22 - Curva di capacità 1-GDL 
 
 
Figura 3.23 - Curva di capacità del sistema 1-GDL e spettro di domanda nel formato A-D 
 
La bi-lineare equivalente che semplifica la curva di capacità si può ottenere in diversi 
modi  (si  veda  §2.4),  gli  estremi  che  rappresentano  il  caso  in  esame  sono  un  punto  di 
snervamento fissato a 
(3.70)     ,    0,083 m  
(3.71)    ,    0,163 g   
e un periodo equivalente calcolato come: 
(3.72)        2  
   , 
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Nel grafico in Figura 3.23 sono presenti due spettri, quello ottenuto per il comune di 
Padova secondo quanto già calcolato al §3.3.3 e poi di nuovo lo stesso spettro ma in cui si è 
posto il fattore di struttura q pari a 1 (in pratica non si tiene in conto di alcun fattore di 
riduzione). Quello che si evince subito dal grafico è che la bi-lineare intercetta i grafici nel suo 
tratto lineare elastico, rappresentato dalla retta radiale di isoperiodo, la cui pendenza è pari a 
Teq. 
Il punto A rappresenta la richiesta sismica dello spettro di domanda al sistema 1-GDL. Le 
coordinate nel diagramma A-D del punto sono: 
(3.73)     ,    0,043 m  
(3.74)    ,    0,084 g   
Per stimare la risposta del sistema M-GDL in spostamento vale la seguente relazione: 
(3.75)    ,    Γ ·    ,    0,067 m  
è possibile anche individuare un valore di taglio del sistema M-GDL: 
(3.76)     ,    Γ ·   ,  ·      6.323 kN  
Il  valore  di  taglio  preso  in  esame  è  la  richiesta  sismica  dello  spettro  in  esame  e  il 
comportamento della struttura sotto questa forza è descritto dallo stesso diagramma A-D, si è 
ancora  in  campo  elastico.  Si  tratta  all’incirca  della  metà  del  valore  che  la  sollecitazione 
assumerebbe in corrispondenza di SDe,y e Se,y. 
Nel  §3.3.3,  quando  si  sono  calcolati  con  l’analisi  dinamica  lineare  i  parametri  di 
sollecitazione della torre, si è adottato uno spettro di analisi ridotto, secondo quanto consente 
la normativa italiana. Il fattore di riduzione q in questione è stato assunto pari a 1,5. Il punto B 
del grafico in Figura 3.23 rappresenta proprio la richiesta sismica di questo spettro ridotto. 
Analiticamente si procede come per il punto A: 
(3.77)     ,    0,028 m  
(3.78)    ,    0,055 g   
Per stimare la risposta del sistema M-GDL in spostamento vale la seguente relazione: 
(3.79)    ,    Γ ·    ,    0,044 m  
è possibile anche individuare un valore di taglio del sistema M-GDL: 
(3.80)     ,    Γ ·   ,  ·      4.117 kN  
si nota che questo valore è leggermente più conservativo (+15%) di quello determinato alla 
(3.49). Il rapporto tra lo spostamento SDe,A e SDe,B è proprio pari a q=1,5. 
Il fatto che, in presenza di un evento sismico, le forze sollecitanti agenti su una struttura 
“ordinaria”  prevedano  una  risposta  di  quest’ultima  in  campo  elastico,  potrebbe  sembrare 
poco  realistico.  Tuttavia  vi  sono  alcune  considerazioni  che  è  doveroso  fare.  Oltre  alle 
inevitabili incertezze e semplificazioni intrinseche di ogni analisi, è opportuno tenere conto 
che lo spettro di progetto preso in esame è particolarmente contenuto rispetto a quelli che si 
potrebbero  ottenere  in  altre  aree  geografiche  della  penisola.  Sebbene  le  nuove  Norme 
Tecniche  abbiano  abolito  la  zonizzazione  del  territorio  italiano  (si  veda  §2.1),  è  lecito 
utilizzare le vecchie prescrizioni quanto meno per fissare degli ordini di grandezza su quanto 
effettivamente sia contenuto il rischio sismico nel comune di Padova. In Figura 3.24 si sono 
riportati, assieme allo spettro visto precedentemente (che corrisponderebbe all’incirca alla 




Figura 3.24 - Spettri di domanda a confronto 
La curva di capacità della struttura incontra lo spettro di domanda per la zona di Padova 
in  campo  elastico,  lo  si  è  già  visto  in  precedenza.  Al  crescere  dell’importanza  dell’evento 
sismico,  però,  aumenta  naturalmente  anche  la  possibilità  che  la  sollecitazione  imposta 
all’edificio ne comporti una risposta in campo plastico. Nel caso che si sta esaminando, il 
limite  tra  i  due  comportamenti  è  raggiunto  quasi  in  corrispondenza  di  un  evento  sismico 
tipico  da  zona  3  (quindi  ancora  relativamente  basso),  pertanto  gli  spettri  di  domanda 
corrispondenti alle zone 1 e 2 produrranno certamente una richiesta plastica alla torre. 
Tale richiesta imposta all’edificio da un terremoto non è indipendente dalla capacità 
dello stesso, ma ne è a sua volta funzione. Infatti, quando una struttura plasticizza, perde 
rigidezza  e  pertanto  aumenta  il  proprio  periodo,  con  la  conseguenza  che  a  loro  volta  le 
accelerazioni  spettrali  (che  dipendono  dal  periodo)  variano  allo  snervarsi  della  struttura. 
Inoltre  si  assiste  anche  a  una  riduzione  degli  spostamenti,  provocata  dallo  smorzamento 
isteretico prodotto durante i cicli di carico del sisma. Con questa premessa si cerca di valutare 
la risposta in duttilità richiesta alla struttura in esame sotto l’azione di un sisma di grande 
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Figura 3.25 - Stima del fattore di duttilità 
La costruzione in Figura 3.25 ci permette di stimare con un metodo grafico la domanda 
di duttilità della struttura, anche in questo caso è necessario passare per il sistema 1-GDL 
prima di estendere i risultati al sistema M-GDL. 
Tramite  il  prolungamento  della  retta  radiale  di  periodo  equivalente  Teq  (si  veda  la 
(3.72)), si individua il punto C di coordinate: 
(3.81)     ,    0,20 m  
(3.82)    ,    0,391 g   
esse rappresentano lo spostamento e la rispettiva accelerazione spettrale richieste al sistema 
1-GDL per mantenere un comportamento elastico. 
Sulla curva di capacità invece, è possibile individuare il punto D, posto alla medesima 
ascissa di C: 
(3.83)     ,    0,20 m  
(3.84)    ,    0,163 g   
La stima del fattore µ  può essere ottenuta dal rapporto tra il massimo spostamento 
richiesto in zona plastica e lo spostamento in corrispondenza alla fine della fase elastica: 
(3.85)      
   , 
   , 
 
 ,  
 ,      2,40  
Questa assunzione è corretta in quanto, in seguito a estese serie di calcoli, è dimostrato 
che  l’entità  degli  spostamenti  elasto-plastici  sulle  strutture  sono  dello  stesso  ordine  di 
grandezza degli spostamenti che avverrebbero in ipotesi di comportamento perfettamente 
elastico (SDe,C = SDe,D). In particolare, è appurato che la legge costitutiva dell’oscillatore non 
influenza lo spostamento massimo alla base dello stesso fintanto che il suo periodo rimane 
sufficientemente elevato rispetto a quelli dei modi principali di vibrazione della struttura in 
esame (T ≥ 0,4 s). 
Sempre in Figura 3.25 è rappresentato lo spettro anelastico relativo allo spettro elastico 
della zona 1, il suo andamento cresce o decresce a seconda del fattore µ considerato. Esso non 
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da un ulteriore aiuto all’espressione grafica del problema. Lo spettro anelastico può essere 
calcolato per diversi valori di µ e plottato sul diagramma A-D, tra queste curve, quella che 
intercetta  la  curva  di  capacità  in  D  rappresenta  la  domanda  di  duttilità  del  sistema. 
Analiticamente lo spettro anelastico di può definire con le seguenti relazioni (si veda anche 
§2.4.4): 
(3.86)       
  
  
   
(3.87)        
 
  





    ·        ·
  
    ·       
dove si indica con µ=δu/δy il fattore di duttilità e con Spl e SDpl rispettivamente lo spettro di 
accelerazione anelastico e lo spettro di spostamento elastico. Rµ è invece il fattore di riduzione 
che tiene conto dell’energia isteretica dissipata dalla struttura duttile, per il metodo N2 lo si 
calcola in questo modo: 
(3.88)            1  ·
 
  
  1   per T < Tc 
(3.89)              per T ≥ Tc 
Una  volta  stimata  la  domanda  sismica  del  sistema  1-GDL  è  necessario  ricondursi  al 
sistema globale. Questo avviene determinando lo spostamento massimo atteso del punto di 
controllo attraverso la (3.75), in questo caso11: 
(3.90)   ,    Γ ·    ,    0,312 m    
In  corrispondenza  dello  spostamento  massimo  calcolato  si  possono  valutare  le 
prestazioni richieste per la struttura, sia a livello locale che a livello globale. Per cui si è in 
grado,  ad  esempio,  di  studiare  parametri  quali  le  rotazioni  di  estremità  degli  elementi 
strutturali o gli spostamenti di piano. Questo avviene attraverso una nuova analisi pushover, 
spinta fino al punto di controllo Dt appena determinato. 
In  definitiva,  potremmo  riassumere  così.  Dall’analisi  appena  svolta  con  uno  spettro 
rappresentante un evento sismico molto importante, possiamo affermare che la struttura ha 
un comportamento elastico fintanto che non si raggiunge il punto, sul diagramma A-D: 
(3.91)     ,    0,083 m  
(3.92)    ,    0,163 g   
è possibile individuare, anche per fissare un ordine di grandezza, un valore del taglio alla base 
limite della fase elastica: 
(3.93)     ,    Γ ·   ,  ·      12.263 kN  
dopodiché  la  struttura  plasticizza  secondo  un  modello  costitutivo  del  tipo  elastico-
perfettamente plastico. Il sisma produce una richiesta prestazionale che va molto al di là delle 
capacità elastiche del sistema (punto C) e per questo motivo interviene una riserva di duttilità 
(µ=2,40) che si traduce in uno spostamento in sommità del sistema M-GDL reale di: 
(3.94)    ,    Γ ·    ,    0,312 m  
garantire questo spostamento all’edificio significa impedirne il crollo. 
Muoversi nel campo della non linearità tuttavia non è mai semplice, abbiamo già avuto 
occasione di dire che sussiste un legame di dipendenza tra la domanda sismica spettrale e la 
reale  capacità  della  struttura  e  che  questo  fatto  è  dovuto  in particolare  alla  variazione  di 
                                                        
11 Si continuano ad usare i pedici relativi ai punti individuati nei grafici (A, B, C, D) per coerenza. Caso studio: Torre Net Center 
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rigidezza  che  interviene  in  un  edificio  durante  la  fase  di  plasticizzazione.  E’  possibile 
migliorare il procedimento fino a qui descritto con una sorta di processo iterativo che prende 
spunto dalla richiesta di duttilità stimata in prima analisi. 
In pratica, invece di desumere le quantità di massa effettiva, altezza effettiva e fattore Γ 
dai  soli  spostamenti  elastici  del  sistema,  si  può  prendere  in  considerazione  l’aggiunta  di 
un’aliquota post-snervamento ( 
Tabella 3.11) e ricalcolare tali parametri: 
(3.95)       5.707 t     
(3.96)       52,10 m    













0  0,000  0,000  0,000  0,000 
1  0,004  0,109  0,113  0,033 
2  0,015  0,218  0,233  0,068 
3  0,032  0,327  0,359  0,106 
4  0,055  0,436  0,492  0,145 
5  0,084  0,545  0,630  0,185 
6  0,118  0,655  0,772  0,227 
7  0,156  0,764  0,920  0,271 
8  0,198  0,873  1,071  0,315 
9  0,244  0,982  1,226  0,361 
10  0,293  1,091  1,384  0,407 
11  0,345  1,200  1,545  0,454 
12  0,399  1,309  1,708  0,502 
13  0,455  1,418  1,873  0,551 
14  0,512  1,527  2,039  0,600 
15  0,571  1,636  2,207  0,649 
16  0,631  1,745  2,376  0,699 
17  0,692  1,855  2,546  0,749 
18  0,753  1,964  2,716  0,799 
19  0,814  2,073  2,887  0,849 
20  0,876  2,182  3,058  0,899 
21  0,938  2,291  3,229  0,950 
22  1,000  2,400  3,400  1,000 
 
Tabella 3.11 - Deformate per la definizione di un nuovo sistema equivalente 1-GDL 
 
Ritornando sul grafico in formato A-D (Figura 3.26), la curva di capacità appare un po’ 
più  bassa  rispetto  a  prima,  il  punto  di  snervamento  è  leggermente  spostato  e  il  periodo 
equivalente (il valore che più si discosta dalla prima analisi) diventa: 
(3.98)          2  
   , 





Figura 3.26 - Curva di capacità con duttilità 
Lo  spostamento  massimo  stimato  per  questa  nuova  configurazione  non  è  comunque 
molto diverso rispetto ai calcoli precedenti. In particolare, designando con C* e D* i due nuovi 
punti determinati: 
(3.99)       ,     0,22 m  
(3.100)     ,     0,355 g   
(3.101)      ,     0,22 m  
(3.102)     ,     0,143 g   
si calcola agevolmente lo spostamento totale: 
(3.103)     ,     Γ ·    ,     0,336 m  
che appare leggermente superiore (7%) a quello calcolato senza tenere in considerazione il 
comportamento plastico in fase di spostamento della struttura. 
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3.4  Analisi di abitabilità 
3.4.1  Introduzione 
 
Come  ultima  analisi,  si  intende  eseguire  una  verifica  di  abitabilità  dell’edificio, 
seguendo  le  istruzioni  della  nuova  normativa  del  CNR  (DT  207/2008    Istruzioni  per  la 
valutazione delle azioni e degli effetti del vento sulle costruzioni) che va ad integrare le NTC del 
2008. 
E’  necessario  che  le  costruzioni  adibite  ad  ospitare  persone,  quindi  soprattutto  gli 
edifici, ispirino fiducia e garantiscano benessere agli occupanti nei riguardi delle azioni e degli 
effetti del vento. Il fisico umano non manifesta generalmente difficoltà a sopportare elevati 
spostamenti  e  velocità;  è  invece  molto  sensibile  all’accelerazione  cui  è  sottoposto,  dando 
luogo a una gamma di reazioni che spaziano dalla non percezione sino al fastidio e, in alcuni 
casi, all’intollerabilità. Tali reazioni dipendono dalla frequenza con cui avviene l’oscillazione e 
da vari altri fattori, soprattutto fisiologici e psicologici, legati alle caratteristiche delle singole 
persone. E’ compito del progettista fare in modo che le costruzioni ospitino i propri abitanti o 
utilizzatori, dando luogo a condizioni fisiologicamente non favorevoli solo in rare situazioni. 
Per questo si raccomanda di determinare, applicando metodi analitici, numerici e/o 
sperimentali adeguatamente comprovati e documentati, i valori di picco dell’accelerazione 
longitudinale, aD,max, trasversale, aL,max, e torsionale, aM,max, nel centro di torsione dei piani alti 
della costruzione, associati alla velocità media del vento con periodo di ritorno  TR =1 anno. 
La figura seguente riporta alcune stime della soglia di percezione dell’accelerazione di 
picco,, in funzione della frequenza dominante n0 con cui avviene l’oscillazione. In particolare:  
·  n0=nD nei riguardi dei valori di picco dell’accelerazione longitudinale aD,max;  
·  n0=nL nei riguardi dei valori di picco dell’accelerazione trasversale aL,max ;  
nD,  nL    sono,  rispettivamente,  la  frequenza  del  primo  modo  di  vibrazione  in  direzione 
longitudinale e trasversale.  
I diagrammi contraddistinti dalle sigle H-10, H-30, H-50, H-70 e H-90 corrispondono ai 
valori di picco dell’accelerazione percepiti, statisticamente, dal 10%, 30%, 50%, 70% e 90% 
degli abitanti della costruzione. 
 
Figura 3.27 - Soglie di percezione dell'accelerazione di picco Caso studio: Torre Net Center 
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Al fine di garantire una corretta abitabilità della costruzione in esame, si suggerisce di 
verificare che ciascuno dei valori di picco dell’accelerazione longitudinale e trasversale nel 
centro di torsione, aD,max e aL,max, non superi il valore limite dell’accelerazione fornito dalla 
relazione: 
 
(3.104)         
  
  
 ,                           1   
             1            2   





·  a0 = 6 cm/s2, per i piani degli edifici adibiti a uffici (curva (a));  
·  a0 = 4 cm/s2, per i piani degli edifici adibiti a residenze (curva (b)); 
·  n0 è la frequenza dominante. 
 
 
Figura 3.28 - Valore limite accelerazione di picco per TR=1 anno 
 
3.4.2  Azione del vento 
 
E’ comprensibile ai fini dell’analisi schematizzare la torre Net Center come un 










h  79,53  m 
d  23,30  m 
b  30,00  m 
h/d  3,41 
 
h/b  2,65 
 
 
Tabella 3.12 - Parametri geometrici 
 
Considerato il contesto geografico e morfologico in cui è inserito il complesso del Net 
Center, si riportano i principali parametri utilizzati per stimare l’azione del vento sull’edificio 
(cfr. NTC § 3.3 – Azione del vento). 
 
Parametri geomorfologici 
Zona  1 
Classe di rugosità  B 
Distanza dalla costa  30 
Categoria di esposizione  III 
     
     
Azione del vento 
vb,0  25  m/s 
ρ  1,25  kg/m
3 
ka  0,010  1/s 
a0  1000  m/s 
kr  0,20 
 
z0  0,10  m/s 
zmin  5  m/s 
ct  1 
 
Tr  1  anni 
αRn  0,75 
 
vb αRn  18,75  m/s 
     
     
Coefficiente di esposizione ce 
ce  3,65 
 
 
Tabella 3.13 - Parametri per il calcolo dell'azione del vento 
 
3.4.3  Proprietà dinamiche delle costruzioni 
 
Le proprietà dinamiche della struttura sono: 
·  le frequenze naturali di oscillazione; 
·  le forma modali di oscillazione;  
·  le masse generalizzate ed equivalenti;  Caso studio: Torre Net Center 
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·  i momenti di inerzia generalizzati;  




Parametri dinamici per edifici in c.a. e misti 
 
Frequenze di oscillazione 
 
n1  0,838  Hz  frequenza primo modo flessionale: abitabilità 
n1  0,699  Hz  frequenza primo modo flessionale: SLU 
n1,ass  0,768  Hz  frequenza primo modo: valore medio 
nM  1,037  Hz  frequenza primo modo torsionale 
Primo modo di vibrazione flessionale 
z  79,53  m 
 
ς  1,50 
 
edifici snelli con comportamento a mensola ed edifici con nucleo centrale 
in c.a.  
Φ1(z)  1,00 
 
forma modale del primo modo di vibrare 
ρm  459,42  kg/m
3  densità media edificio 
m  3,211E+05  kg/m  massa edificio per unità di lunghezza 
m1  6,385E+06  kg  massa generalizzata del 1° modo flessionale 
I  3,861E+07  kgm  momento d'inerzia rotatorio di massa 
I1  7,677E+08  kgm
2 
momento d'inerzia rotazionale di massa generalizzato relativo al primo 
modo torsionale 
ξs1,f  0,01     smorzamento struttura 1° modo flessionale 
ξs1,t  0,01     smorzamento struttura 1° modo torsionale 
 
Tabella 3.14 - Proprietà dinamiche 
 
3.4.4  Accelerazione longitudinale 
 
Si  definiscono  azioni  statiche  equivalenti  longitudinali  (D,    drag)  le  azioni  statiche 
equivalenti nella direzione del vento. Esse assumono la forma:  
Azioni statiche equivalenti long. = Azioni aerodinamiche long. di picco ∙ CdD 
dove, per azioni aerodinamiche di picco, si intendono le pressioni agenti sulle facce esterne 
della costruzione, le pressioni complessive su una superficie, le forze longitudinali risultanti 
su costruzioni ed elementi snelli. Il coefficiente dinamico longitudinale  CdD è una grandezza 
adimensionale  che  modifica  le  azioni    aerodinamiche  di  picco,  tenendo  conto  della 
correlazione parziale delle azioni del vento e dell’amplificazione di risonanza della struttura.  
Si forniscono due differenti metodi di calcolo per  il coefficiente dinamico longitudinale  
CdD. Il primo metodo riguarda una procedura dettagliata di calcolo, utilizzabile per le seguenti 




Figura 3.29 - Tipologie strutturali oggetto della procedura di calcolo dettagliata 
 
essa è valida solo se il contributo alla risposta nella direzione del vento è prevalentemente 
riconducibile ad un unico modo strutturale di segno costante, ciò accade di norma per il primo 
modo  di  vibrare  flessionale,  verificando  che  i  modi  superiori  non  abbiano  influenza  sulla 
risposta. 
 
Figura 3.30 - Forme di vibrazione possibile per l'ammissione del metodo dettagliato 
 
Il  secondo  metodo  consiste  in  una  procedura  di  calcolo  semplificata  (a  favor  di 
sicurezza),  valida  solo  per  edifici  sostanzialmente  riconducibili  ad  un  parallelepipedo  a 
sezione rettangolare, con una distribuzione regolare di rigidezza e di massa. 
 
 
Figura 3.31 – Coeff. dinamico longitudinale per strutture a parallelepipedo 
 







Coefficiente di raffica longitudinale 
 
   Caso 1  Caso 2    
 
h  79,53  79,53  m  altezza edificio 
b  23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d  30,00  23,30  m  profondità edificio 
ze  47,718  47,718  m  altezza di riferimento 
ct  1  1 
 
coefficiente di topografia 
zmin  5  5  m  altezza minima 
z0  0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20 
 
fattore di terreno 
cm(ze)  1,23  1,23 
 
coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(ze)   23,13  23,13  m/s  velocità media del vento 
Iv(ze)  0,162  0,162 
 
intensità di turbolenza 
λ   0,55  0,55  m  coefficiente funzione della categoria esposizione sito 
z_   200  200  m  altezza di riferimento 
L_   300  300  m  lunghezza di riferimento 
Lv(ze)   136,40  136,40  m  scala integrale della turbolenza 
nD   0,838  0,838  Hz 
frequenza del 1° modo di vibrazione nella direzione del 
vento 
ξD  0,01  0,0100 
 
fattore di smorzamento relativo al critico 
B
2  0,570  0,561 
 
fattore di risposta quasi-statica 
SD  0,047  0,047 
 
parametro adimensionale 
ηh  11,529  11,529 
   
ηb  3,378  4,349 
   
Rh  0,083  0,083 
 
parametro adimensionale 





D  0,077  0,062 
 
fattore di risposta risonante longitudinale 
νD   0,289  0,265  Hz  frequenza attesa 
T   600  600  s  intervallo di valutazione della velocità media del vento 
gD  3,391  3,365     fattore di picco longitudinale 
GD  1,885  1,861     fattore di raffica longitudinale  
cdD  0,883  0,872     coefficiente dinamico longitudinale 
cdD_metodo appross  1,000  1,000     coefficiente dinamico longitudinale approssimato 
 













Accelerazione di picco longitudinale 
 
   Caso 1  Caso 2    
 
h  79,53  79,53  m  altezza edificio 
b  23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d  30,00  23,30  m  profondità edificio 
ze  47,718  47,718  m  altezza di riferimento 
ct  1  1 
 
coefficiente di topografia 
zmin  5  5  m  altezza minima 
z0  0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20 
 
fattore di terreno 
cm(ze)  1,23  1,23 
 
coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(ze)   23,13  23,13  m/s  velocità media del vento 
Iv(ze)  0,162  0,162 
 
intensità di turbolenza 
λ   0,55  0,55  m  coefficiente funzione della categoria esposizione sito 
z_   200  200  m  altezza di riferimento 
L_   300  300  m  lunghezza di riferimento 
Lv(ze)   136,40  136,40  m  scala integrale della turbolenza 
nD   0,838  0,838  Hz 
frequenza del 1° modo di vibrazione nella direzione del 
vento 
mD  6,385E+06  6,385E+06  kg  massa generalizzata del 1° modo flessionale 
ξD  0,01  0,0100 
 
fattore di smorzamento relativo al critico 
SD  0,047  0,047 
 
parametro adimensionale 
ηh  11,529  11,529 
   
ηb  3,378  4,349 
   
Rh  0,083  0,083 
 
parametro adimensionale 





D  0,077  0,062 
 
fattore di risposta risonante longitudinale 
RD  0,278  0,250 
 
fattore di risposta risonante longitudinale 
cfD  1,2  1,2 
 
coefficiente di forza per unità di lunghezza della struttura 
KD  0,406  0,406 
 
coefficiente adimensionale 
T  600  600  s  intervallo di valutazione della velocità media del vento 
ΦD (z)  1,000  1,000 
 
forma modale del pimo modo di vibrare 
σa,D  0,004  0,005  m/s
2  deviazione standard dell'accelerazione longitudinale 
ga,D  3,691  3,691 
 
fattore di picco longitudinale 
aD,max (h)  0,016  0,018  m/s
2  valore di picco dell'accelerazione longitudinale 
aD,limite (h)  0,070  0,070  m/s
2  valore di picco limite per accelerazione longitudinale 
 
VERIFICATA  VERIFICATA 
   
 
Tabella 3.16 - Accelerazione di picco longitudinale 
 
La  verifica  risulta  soddisfatta  in  quanto  il  valore  di  picco  dell’accelerazione 




3.4.5  Azioni e accelerazioni trasversali e torsionali 
 
In generale, il vento esercita sugli edifici azioni longitudinali, trasversali e torsionali. Le 
azioni trasversali (L, lift) e torsionali (M, moment) tendono ad assumere un ruolo di crescente 
importanza  quanto più l’edificio è alto, snello e flessibile, principalmente a causa della scia 
indotta dal distacco dei vortici.  
Si raccomanda di valutare gli effetti delle azioni trasversali e torsionali se:  
(3.105)   
 
√     3 
dove:  
·  b è la larghezza dell’edificio (dimensione ortogonale alla direzione del vento);  
·  d è la profondità dell’edificio (dimensione parallela alla direzione del vento);  
·  h è l’altezza dell’edificio. 
 
 
Figura 3.32 - Edificio riconducibile a parallelepipedo retto 
 
Per l’edificio in esame tale valore risulta inferiore al limite imposto di conseguenza gli 
effetti  delle  azioni  trasversali  e  torsionali  potrebbero  essere  trascurati.  La  verifica  viene 
comunque eseguita.  
Le azioni statiche equivalenti e le accelerazioni trasversali e torsionali sono applicabili 
ad edifici se: 
a)  sollecitati dal vento ortogonalmente ad una faccia  (situazione che rappresenta 
generalmente la condizione di carico più sfavorevole);  
b)  dotati di una distribuzione verticale di massa (per unità di lunghezza) costante;  
c)  rispondenti alle seguenti condizioni: 
(3.106)   
 
√     6 
(3.107)    0,2  
 
    5 
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(3.108)   
     
   √     6 
 
dove:  
·  vm(h) è la velocità media del vento, valutata alla sommità dell’edificio, z =h;  
·  nLM è la frequenza del primo modo trasversale o del primo modo torsionale.  
Per  l’edificio  tutti  i  limiti  sono  rispettati,  pertanto  la  procedura  è  applicabile.  Si 
forniscono due  differenti metodi di calcolo per  il coefficiente dinamico trasversale  CdL e 
torsionale  CdM. Il primo metodo riguarda una procedura dettagliata di calcolo, utilizzabile se 
le prime due equazioni, sopra riportate, sono rispettate. Il secondo metodo consiste in una 
procedura  di  calcolo  semplificata  (a  favore  di  sicurezza),  valida  solo  per  edifici 
sostanzialmente riconducibili ad un parallelepipedo a sezione quadrata. 
 
Figura 3.33 - Coeff. dinamico trasversale per edifici schematizzabili come parallelepipedi 
 
Figura 3.34 - Coeff. dinamico torsionale per edifici schematizzabili come parallelepipedi 
 
Si riportano di seguito le tabelle contenti i dati necessari al calcolo del coefficiente di 
raffica  trasversale  e  dell’accelerazione  di  picco  trasversale.  A  seguire  di  riportano  quelle 
relative agli effetti dinamici di natura torsionale. 
 






Coefficiente di raffica trasversale 
 
Sì  Sì  Eseguire la verifica? 
Sì  Sì  Verifica applicabile? 
↓  ↓ 
   Caso 1  Caso 2    
 
h   79,53  79,53  m  altezza edificio 
b   23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d   30,00  23,30  m  profondità edificio 
ct  1  1 
  coefficiente di topografia 
zmin    5  5  m  altezza minima 
z0    0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20 
  fattore di terreno 
cm(h)  1,34  1,34 
  coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(h)   25,045  25,045  m/s  velocità media del vento 
Iv(h)  0,15  0,15 
  Intensità di turbolenza 
nL   0,838  0,838  Hz  frequenza del 1° modo trasversale dell 'edificio 
mL1   6,38E+06  6,38E+06  kg  massa generalizzata del 1 modo fless 
ξL  0,01  0,01 
  rapporto di smorzamento per il primo modo trasversale 
m  1,000  1,000 
    
k1  0,850  0,850 
    
β1  0,320  0,274 
  coefficiente adimensionale 
ns1   0,084  0,083 
    
SL  0,004  0,003 
  parametro adimensionale 
R
2
L  0,327  0,273 
  fattore di risposta risonante trasversale 
RL  0,572  0,522 
  fattore di risposta risonante trasversale 
qp (h)   1427,443  1427,443  N/m
2  pressione cinetica di picco 
CL  0,183  0,132 
  coefficiente aerodinamico di forza 
T   600  600  s  intervallo di valutazione della velocità media del vento 
ΦL (z)  1,0  1,0 
  forma modale del pimo modo di vibrare 
σa,L   0,002  0,002  m/s
2  deviazione standard dell'accelerazione trasversale 
gL  3,69  3,69 
  fattore di picco trasversale 
GL  4,252  4,164 
  fattore di raffica trasversale 
cdL  2,076  2,033 
  coefficiente dinamico trasversale 
fL(z)   3,79E+04  3,44E+04  N/m 
forza statica equivalente trasversale per unità di 
lunghezza 
 











Accelerazione di picco trasversale 
 
Sì  Sì  Eseguire la verifica? 
Sì  Sì  Verifica applicabile? 
↓  ↓ 
   Caso 1  Caso 2    
h   79,53  79,53  m  altezza edificio 
b   23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d   30,00  23,30  m  profondità edificio 
ct  1  1     coefficiente di topografia 
zmin    5  5  m  altezza minima 
z0    0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20     fattore di terreno 
cm(h)  1,34  1,34     coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(h)   25,05  25,05  m/s  velocità media del vento 
Iv(h)  0,150  0,150     Intensità di turbolenza 
nL   0,838  0,838  Hz  frequenza del 1° modo trasversale dell 'edificio 
mL1   6,385E+06  6,385E+06  kg  massa generalizzata del 1 modo fless 
ξL  0,01  0,0100 
  
rapporto di smorzamento per il primo modo 
trasversale 
m  1,000  1,000      
k1  0,850  0,850      
β1  0,320  0,274     coefficiente adimensionale 
ns1   0,084  0,083      
SL  0,004  0,003     parametro adimensionale 
R
2
L  0,327  0,273     fattore di risposta risonante trasversale 
RL  0,572  0,522     fattore di risposta risonante trasversale 
qp (h)   1427,44  1427,44  N/m
2  pressione cinetica di picco 
CL  0,183  0,132     coefficiente aerodinamico di forza 
T   600  600 
s 
intervallo di valutazione della velocità media del 
vento 
ΦL (z)  1,000  1,000     forma modale del pimo modo di vibrare 
σa,L   0,002  0,002     deviazione standard dell'accelerazione trasversale 
gL  3,691  3,691     fattore di picco trasversale 
aL,max (h)   0,007  0,006  m/s
2  valore di picco accelerazione trasversale 
aL,limite (h)   0,070  0,070  m/s
2  valore di picco limite per accelerazione longitudinale 
 
VERIFICATA  VERIFICATA 
 
Tabella 3.18 - Accelerazione di picco trasversale 
 
La verifica risulta soddisfatta in quanto il valore di picco dell’accelerazione trasversale 
è nettamente inferiore del valore limite (curva a per uffici). 






Coefficiente di raffica torsionale 
Sì  Sì  Eseguire la verifica? 
Sì  Sì  Verifica applicabile? 
↓  ↓ 
   Caso 1  Caso 2    
 
h  79,53  79,53  m  altezza edificio 
b  23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d  30,00  23,30  m  profondità edificio 
ct  1  1     coefficiente di topografia 
zmin   5  5  m  altezza minima 
z0  0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20     fattore di terreno 
cm(h)  1,34  1,34     coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(h)   25,05  25,05  m/s  velocità media del vento 
Iv(h)  0,150  0,150     Intensità di turbolenza 
nM   1,037  1,037  Hz  frequenza del 1° modo torsionale dell'edificio 
IM1  7,677E+08  7,677E+08 
kg/m
2 
mom d'inerzia rotat di massa generalizz relativo al primo modo 
tors 
ξM  0,01  0,01     rapporto di smorzamento per il primo modo torsionale 
l   30,000  30,000  m  dimensione maggiore tra d e b 
v*M  0,913  0,913      
βM1  1,415  1,082     coefficiente adimensionale 
βM2  0,228  0,266     coefficiente adimensionale 
KM1  0,096  0,195     coefficiente adimensionale 
KM2  0,295  0,185     coefficiente adimensionale 
SM1  0,160  0,088      
SM2  0,048  0,008      
SM  0,002  0,003      
R
2
M  0,138  0,219     fattore di risposta risonante torsionale 
qp (h)   1427,44  1427,44  N/m
2  pressione cinetica di picco 
CM  0,067  0,039     coefficiente aerodinamico di momento 
T   600  600  s  intervallo di valutazione della velocità media del vento 
gM  3,748  3,748     fattore di picco torsionale 
GM  3,998  4,138     fattore di raffica torsionale 
cdM  1,952  2,020     coefficiente dinamico torsionale 
mM(z)   1,83E+05  1,82E+05  Nm/m  momento torcente statico equivalente per unità di lunghezza 
 










Accelerazione di picco torsionale 
Sì  Sì  Eseguire la verifica? 
Sì  Sì  Verifica applicabile? 
↓  ↓ 
   Caso 1  Caso 2    
 
h   79,53  79,53  m  altezza edificio 
b   23,30  30,00  m  larghezza edificio 
d   30,00  23,30  m  profondità edificio 
ct  1  1     coefficiente di topografia 
zmin    5  5  m  altezza minima 
z0    0,10  0,10  m  lunghezza di rugosità 
kr  0,20  0,20     fattore di terreno 
cm(h)  1,34  1,34     coefficiente di profilo medio del vento 
vr   18,75  18,75  m/s  velocità di riferimento di progetto 
vm(h)   25,05  25,05  m/s  velocità media del vento 
Iv(h)  0,150  0,150     Intensità di turbolenza 
nM   1,037  1,037  Hz  frequenza del 1° modo torsionale dell'edificio 
IM1  7,677E+08  7,677E+08 
kg/m
2 
momento d'inerzia rotazionale di massa generalizzato relativo 
al primo modo torsionale 
ξM  0,01  0,01     rapporto di smorzamento per il primo modo torsionale 
l   30,000  30,000  m  dimensione maggiore tra d e b 
v*M  0,913  0,913      
βM1  1,415  1,082     coefficiente adimensionale 
βM2  0,228  0,266     coefficiente adimensionale 
KM1  0,096  0,195     coefficiente adimensionale 
KM2  0,295  0,185     coefficiente adimensionale 
SM1  0,160  0,088      
SM2  0,048  0,008      
SM  0,002  0,003      
R
2
M  0,138  0,219     fattore di risposta risonante torsionale 
RM  0,371  0,468     fattore di risposta risonante torsionale 
qp (h)   1427,44  1427,44  N/m
2  pressione cinetica di picco 
CM  0,067  0,039     coefficiente aerodinamico di momento 
T   600  600  s  intervallo di valutazione della velocità media del vento 
ΦT (z)  1,000  1,000     forma modale del primo modo di vibrare 
σa,M   0,0003  0,0003  rad/s
2  deviazione standard dell'accelerazione torsionale 
gM  3,748  3,748     fattore di picco torsionale 
aM,max (h)   0,001  0,001  rad/s
2  valore di picco accelerazione torsionale 
 
Tabella 3.20 - Accelerazione di picco torsionale 
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La  valutazione  dell’accelerazione  torsionale  è  strettamente  necessaria  solo  se  si 
desidera  stimare  l’abitabilità  dell’edificio  in  posizioni  lontane  dal  centro  di  torsione. 
Diversamente tale grandezza è un indicatore da considerare qualitativamente. 
 
3.4.6  Accelerazione in punti diversi dal centro di torsione 
 
Lontano dal centro di torsione, soprattutto in prossimità degli spigoli dell’edificio, i 
valori  di  picco  dell’accelerazione  longitudinale  e    trasversale  tendono  ad  aumentare  per 
effetto dell’accelerazione torsionale. 
In un generico punto P del piano della costruzione, i valori di picco dell’accelerazione 
longitudinale e trasversale sono dati dalle relazioni:  
(3.109)      ,   
            
     
(3.110)      ,   
            
     
dove:  
·  aD, aL, aM, sono i valori delle accelerazioni longitudinali, trasversali e torsionali, 
nel centro di torsione,combinanti;  
·    
 ,   
   sono le coordinate del punto P rispetto al centro di torsione. 
 
 
Figura 3.35 - Accelerazione di piano degli edifici 
 
 
Fatti salvi casi speciali in cui sia opportuno adottare particolari cautele nei riguardi 
delle accelerazioni di picco locali, ad esempio nelle zone d’angolo degli ultimi piani di edifici 
adibiti a funzioni non usuali, non è necessario eseguire alcuna verifica per quanto concerne i 
valori forniti dalle equazioni precedenti.  
Si vogliono, ad esempio, valutare le accelerazioni  di picco longitudinale e trasversale 
nel punto più lontano dal centro di torsione. Le combinazioni delle azioni si eseguono secondo 
la seguente tabella: 




Tabella 3.21 - Regole di combinazione delle azioni e degli effetti 
 
I simboli presenti nella tabella hanno il seguente significato:  
·  D, L, M, indicano, a seconda delle circostanze, rispettivamente un’azione in 
direzione longitudinale, trasversale e torsionale, o un effetto relativo;  
·  GD è il fattore di raffica longitudinale;  
·  γLM  è il coefficiente adimensionale di combinazione delle azioni e degli effetti 
trasversali e torsionali, riportato nella seguente tabella: 
 
 
Tabella 3.22 - Coeff. di combinazione di L e M 
 
I simboli presenti nella precedente tabella hanno il seguente significato:  
·  n1 C è il valore della frequenza propria minore fra nL e nM;  
·  f è il rapporto tra le frequenze proprie trasversali e torsionali:  
 
(3.111)         
  
  
                  
  
  
                  
   
 
Si riportano di seguito le accelerazioni per il punto P (14m; 11m), entrambe rientrano 
nei limiti della verifica imposta dalla (3.104): 




Combinazione delle accelerazioni 
   Caso 1  Caso 2    
aD   0,026  0,030  m/s
2  combinazione 1 
aL   0,029  0,032  m/s
2  combinazione 2 
aM   0,002  0,002  rad/s
2  combinazione 3 
f  1,24  1,24     Rapporto tra le frequenze trasversali e torsionali 
d/b  1,29  0,78    
n1*b/vm(h)  0,78  0,78    
γLM  0,55 
0,55    
coefficiente di combinazione delle azioni trasversali e 
torsionali 
xP  14  14     coordinata di un punto P lungo x 
yP  11  11     coordinata di un punto P lungo y 
a
P
D,max   0,05  0,06  m/s
2  valore di picco dell'accelerazione longitudinale 
a
P
L,max   0,05  0,05  m/s
2  valore di picco dell'accelerazione trasversale 
 





Nel presente lavoro si è indagata la risposta strutturale di un edificio, quale la Torre 
Net Center, alle azioni orizzontali. Le analisi svolte si sono avvalse sia di metodi di verifica 
tradizionali, sia di modelli di calcolo più sperimentalmente innovativi, nella fattispecie con il 
metodo del beam equivalente si è dimostrato come ridurre efficacemente un sistema M-GDL a 
un  sistema  1-GDL  grazie  alla  definizione  di  un  modo  di  vibrare  equivalente  ottenuto 
dall’approccio di Valles. 
Con riferimento al Capitolo 3 di questa tesi, è possibile riassumere il percorso svolto 
nel seguente commento. 
Innanzitutto, trovandosi di fronte ad un edificio reale e relativamente complesso, si 
sono dovute introdurre delle ipotesi sulla geometria della struttura, al fine di poter ricavare 
un adeguato set di dati e parametri utili alle verifiche sismiche. In particolare, si è ricondotta 
la complessità della Torre Net Center a un sistema di aste a molteplici gradi di libertà. I dati 
raccolti sono stati quindi elaborati mediante un codice di calcolo in Fortran 77 sviluppato in 
ambito accademico. 
Il programma in Fortran 77 ha restituito i modi propri di vibrare del sistema M-GDL 
dedotto  dalle  ipotesi  iniziali,  tramite  i  quali  sono  state  direttamente  determinate  le 
sollecitazioni alla base del nucleo di controventamento della torre. Avendo ragionevolmente 
assunto la posizione del centro delle masse coincidente con il centro di taglio del sistema, non 
si è dovuto procedere al disaccoppiamento delle componenti rotazionali e traslazionali dei 
modi  propri  di  vibrare.  Tale  ipotesi  si  è  dimostrata  corretta  confrontando  i  risultati  del 
modello matematico creato come input per il programma in Fortran 77 con quelli derivati da 
un  modello  completo  ottenuto  utilizzando  il  software  commerciale  Straus7,  per  i  quali 
risultava uno scarto dell’ordine del 7-10%. 
E’ stata quindi realizzata un’analisi di pushover per indagare il comportamento non 
lineare  della  struttura,  adottando  uno  spettro  di  riferimento  più  alto  di  quello  che 
caratterizzerebbe  la  zona  di  Padova,  con  l’intento  di  spingere  la  struttura  ad  un 
comportamento  duttile  evidente.  La  caratterizzazione  di  un  sistema  1-GDL  necessario  per 
ottenere la curva di capacità del metodo N2  previsto dalla normativa, è avvenuta tramite 
l’approccio di Valles, considerando cioè una combinazione lineare di tutti i modi propri di 
vibrare  (modo  equivalente)  e  non  solamente  quello  principale  (fondamentale).  Essendo  la 
struttura analizzata piuttosto regolare, non si è notata una particolare differenza tra la curva 
di  capacità  caratterizzata  con  il  primo  metodo  piuttosto  che  con  il  secondo,  che  diventa 
realmente deficitario solo in presenza di costruzioni più “spinte”, soprattutto dal punto di 
vista geometrico (geometrie irregolari e altezze elevate). 
Con l’approccio del modo equivalente è stato comunque possibile condurre un analisi 
di pushover di tipo iterativo, nella quale ad ogni passo si è in grado di tenere conto della 
duttilità sviluppata dalla struttura per ottenere un sistema 1-GDL più performante. Conclusioni 
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Infine l’analisi di abitabilità. In base alla normativa vigente, si sono svolte le opportune 
verifiche  sulle  accelerazioni  di  picco  subite  dalla  struttura  sia  longitudinalmente,  che 
trasversalmente,  ed  è  stata  approntata  anche  una  verifica  puntuale  dopo  aver  calcolato 
l’accelerazione  di  picco  torsionale.  E’  emerso  che,  pur  essendo  un  edificio  esposto 
completamente  al  vento  e  di  forma  tutt’altro  che  aerodinamica,  la  Torre  Net  Center  ha 
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Analisi di un edificio irregolare 
 
   
Si propone un esempio pratico sul disaccoppiamento dei modi propri di vibrare di una 
struttura irregolare, nella quale cioè sia presente eccentricità tra il centro di massa e il centro di 
taglio. Quanto segue è parte dell’analisi svolta al capitolo 6 della tesi di laurea di Modenese C., 
“Analisi del comportamento di edifici alti alle azioni orizzontali”12. 
 
 
6.1   Introduzione: strutture asimmetriche 
Per un edificio multipiano torsionalmente bilanciato (ovvero avente una distribuzione 
di massa e rigidezza simmetrica in pianta come in altezza) si ha che, per ciascun piano di 
edificio, il centro di massa coincide con il centro di rigidezza, e questi giacciono lungo lo stesso 
asse verticale di simmetria. In pratica la situazione appena descritta non identifica una buona 
parte di edifici che spesso presentano asimmetrie in pianta ma anche in altezza, dovute alla 
distribuzione di massa e di rigidezza dei piani di edificio. L’asimmetria strutturale genera un 
comportamento torsionale non bilanciato che ha come conseguenza l’effetto di interazione tra 
le  componenti  di  risposta  traslazionali  e  torsionali  dell’edificio.  Infatti  guardando  al 
comportamento dinamico di tali strutture, le forze d’inerzia agenti nel centro di massa di 
ciascun piano di edificio e le forze resistenti agenti nei centri di resistenza degli elementi 
verticali producono un accoppiamento dinamico che interconnette la risposta traslazionale 
dell’edificio con quella torsionale.  
Per  le  ragioni  sopra  riportate  diventa  importante  tenere  in  considerazione,  nella 
definizione  delle  forze  statiche  equivalenti  agenti,  l’accoppiamento  fra  i  modi  di  vibrare. 
Dunque  è  necessario modificare  le  distribuzioni  di forze  statiche equivalenti  proposte  dai 
codici che assumono la dominanza del primo modo di vibrare (modo fondamentale) come 
modo  traslazionale.  D’altra  parte  la  normativa  stessa  limita  l’utilizzo  di  analisi  statiche 
equivalenti ad edifici con caratteristiche di regolarità in pianta ed in altezza e con periodi di 
vibrare  fondamentali  non  troppo  alti,  per  cui  in  effetti  è  possibile  la  semplificazione  di 
considerare  il  primo  modo  di  vibrare  prevalentemente  traslazionale  e  quindi  una 
distribuzione di forze laterali con andamento lineare lungo l’altezza (proporzionale alle masse 
di piano), trascurando l’effetto di modi superiori e l’accoppiamento tra flessione e torsione 
che nasce se è presente una certa eccentricità fra centro di massa e centro di rigidezza. Si 
capisce come l’analisi delle vibrazioni libere della struttura, gioca un ruolo importante nella 
determinazione della risposta dinamica. Quando un edificio è asimmetrico l’accoppiamento 
tra  le  componenti  traslazionali  e  torsionali  diventa  rilevante  nella  risposta  sismica 
dell’edificio.  
In questo capitolo, sempre allo scopo di indagare la dinamica delle strutture e più in 
generale l’effetto delle azioni orizzontali sugli edifici, si studiano due esempi di edifici in c.a., 
entrambi irregolari, il primo dei quali presenta, in pianta, una asimmetria strutturale rispetto 
ad un solo asse, il secondo, invece, risulta asimmetrico rispetto ad entrambi gli assi principali. 
 
                                                        
12  Modenese  C.,  “Analisi  del  comportamento  di  edifici  alti  alle  azioni  orizzontali”,  Tesi  di  Laurea  Magistrale, 




6.2   Esempio di edificio asimmetrico rispetto a due direzioni 
L’edificio  preso  in  esame  è  regolare  in  altezza  ma  irregolare  in  pianta,  poiché 
quest’ultima  si  presenta  asimmetrica  sia  rispetto  alla  direzione  X  che  alla  direzione  Y.  La 
pianta  del  piano  tipico  dell’edificio  è  riportata  in  Fig.  6.1.  Il  modulo  di  elasticità  del 
calcestruzzo è pari a E = 25000 N/mm2, l’altezza di interpiano è h = 3 m mentre l’altezza totale 
dell’edificio è H = 30 m. Il peso proprio del solaio si è assunto pari a 400 kg/m2. Lo spessore 
delle pareti è di 0.30 m. Le proprietà geometriche delle pareti sono riassunte in Tab. 6.1. 
 
Figura 6.1 - Piano tipico dell’edificio e numerazione delle lame. 
Elementi  L (cm)  s (cm)  J11 (cm
4)  J22 (cm
4)  Jd (cm
4)  A (cm
2) 
1, 2, 3  300.00  30.00  6750.00  67.50  253.10  9000.00 
4  300.00  30.00  23213.25  5947.46  501.20  17100.00 
Tabella 6.1 - Caratteristiche geometriche ed inerziali delle lamine. 
La posizione del Centro di Taglio o Centro di Rigidezza del j-esimo piano non coincide più 
con il Centro di Massa dell’edificio come si è trattato nel caso precedente (§ 5.1), bensì esiste 
una  eccentricità  effettiva  dovuta  all’effettiva  distribuzione  di  massa  e  rigidezza  non  più 
simmetrica. 
Il centro di taglio è per definizione il punto per il quale deve passare lo sforzo tagliante 
esterno  per  non  provocare  torsione  dell’edificio.  La  sua  determinazione  avviene 
dall’intersezione  delle  rette  d’azione  delle  risultanti  conseguenti  a  due  forze  di  piano  che 
conviene  far  agire  lungo  le  direzioni  principali  dell’edificio.  Infatti  si  può  pensare  che  in 
corrispondenza dei piani, gli sforzi di taglio Tx esterni agiscano lungo la direzione principale X; 
e  che  questi  siano  tali,  omettendo  per  ora  la  presenza  di  eventuali  azioni  torcenti,  da Appendice 
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provocare  soltanto  spostamenti  secondo  la  medesima  loro  direzione.  É  possibile  quindi 
determinare la retta d’azione rx della risultante degli sforzi taglianti applicati ai vari elementi 
verticali; quest’ultima in genere non coincide con quella dell’azione tagliante esterna, per cui, 
se ey è il disassamento, si ha un’azione torcente pari a Tx × ey. Ripetendo il medesimo calcolo 
per l’altra direzione principale Y, si ottiene l’analoga retta d’azione ry della risultante degli 
sforzi taglianti secondo Y, quindi il relativo centro O, punto d’intersezione delle due rette rx, ry. 
Il calcolo del centro di rigidezza viene eseguito con il metodo sopra illustrato e con l’ausilio 
del software di calcolo Midas Gen. Si ottengono, nel caso in esame, le seguenti coordinate in X 
e in Y del centro delle rigidezze con riferimento al centro delle masse: 
 
m 30 . 5 Y
m 14 . 3 X
. T . C
. T . C
=
- =
  (6.1) 
 
Figura 6.2 - Posizione del Centro di Taglio rispetto all’origine O(0,0,0) del sistema di 
riferimento coincidente con il Centro di Massa. 
Per quanto riguarda il peso proprio dell’edificio, questo è valutato, per unità di volume, 
pari a 25 kN/m3. Per il calcolo della matrice di rigidezza del sistema si utilizza la procedura 
illustrata  nel  Capitolo  1.  Implicitamente  il  programma  scritto  in  Fortran  tiene  conto  della 
possibile  eccentricità  fra  Centro  di  Massa  e  Centro  di  Rigidezza  attraverso  la  matrice 
topologica del sistema che considera appunto al suo interno la posizione del Centro di Taglio 
di ciascun elemento rispetto all’origine del riferimento. Il sistema di riferimento (X, Y, Z) viene 
scelto, per il momento, coincidente con il centro di massa dell’edificio. Le masse traslazionali 
sono  concentrate  ai  nodi  degli  elementi  beam,  per  cui  la  matrice  delle  masse  si  genera 
dall’assemblaggio delle matrici di massa ottenute per ciascuna mensola. Sia la matrice K che la 




6.2.1   Calcolo dei modi propri di vibrare 
I solai di piano sono considerati infinitamente rigidi nel loro piano per cui i gradi di 
libertà sono ridotti a tre per ogni piano, complessivamente quindi i gradi di libertà del sistema 
sono pari a 30.  
La soluzione del problema agli autovalori si ottiene risolvendo la (1.4) una volta note le 
matrici K e M del sistema. In Tab. 6.2 si riportano gli autovalori ottenuti ovvero i periodi 
propri di vibrare della struttura. 
 
Modo  ω
2  ω  f  T 
   (-)  (rad/s)  (Hertz)  (s) 
1  6.28E+00  2.51  0.40  2.51 
2  1.91E+01  4.37  0.70  1.44 
3  6.40E+01  8.00  1.27  0.79 
4  2.12E+02  14.54  2.31  0.43 
5  7.52E+02  27.42  4.36  0.23 
6  1.63E+03  40.36  6.42  0.16 
7  2.49E+03  49.90  7.94  0.13 
8  5.94E+03  77.07  12.27  0.08 
9  6.26E+03  79.15  12.60  0.08 
10  1.71E+04  130.95  20.84  0.05 
11  1.96E+04  140.15  22.31  0.04 
12  2.30E+04  151.59  24.13  0.04 
13  3.80E+04  195.06  31.04  0.03 
14  6.30E+04  251.09  39.96  0.03 
15  7.25E+04  269.27  42.86  0.02 
16  7.60E+04  275.63  43.87  0.02 
17  1.21E+05  348.13  55.41  0.02 
18  1.40E+05  374.21  59.56  0.02 
19  1.77E+05  420.93  66.99  0.01 
20  2.08E+05  456.50  72.66  0.01 
21  2.23E+05  472.66  75.23  0.01 
22  2.67E+05  516.73  82.24  0.01 
23  4.46E+05  668.17  106.34  0.01 
24  4.63E+05  680.34  108.28  0.01 
25  6.53E+05  807.97  128.59  0.01 
26  8.23E+05  907.30  144.40  0.01 
27  8.83E+05  939.44  149.52  0.01 
28  1.48E+06  1214.75  193.33  0.01 
29  2.16E+06  1468.90  233.78  0.00 
30  2.72E+06  1649.49  262.52  0.00 
Tabella 6.2 - Autovalori e periodi propri corrispondenti. Appendice 
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Per il calcolo del fattore di partecipazione, della massa modale effettiva e dell’altezza 
effettiva che caratterizzano ciascun modo di vibrare, è necessario definire un vettore R di 
influenza del terremoto, che avrà componente unitaria in corrispondenza del grado di libertà 
considerato. Si eseguono a questo proposito due analisi, una corrispondente alla direzione X e 
l’altra  corrispondente  alla  direzione  Y,  ovvero  alle  due  direzioni  principali  nel  piano 
orizzontale della struttura (cfr. Tab. 5.3). 
I risultati ottenuti per ogni modo di vibrare sono riassunti nelle Tabb. 6.3 - 6.4. 
 
Sisma in direzione X 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
1  37.87  -18.53  343.47  11.36 
2  11.38  -10.16  103.19  3.41 
3  15.14  11.72  137.34  4.54 
4  10.96  9.97  99.42  3.29 
5  4.00  -6.02  36.27  1.20 
6  3.62  5.73  32.86  1.09 
7  4.97  6.71  45.06  1.49 
8  1.38  -3.54  12.50  0.41 
9  1.89  -4.14  17.18  0.57 
10  1.12  -3.19  10.20  0.34 
11  1.70  3.93  15.42  0.51 
12  0.72  2.55  6.51  0.22 
13  0.74  2.59  6.71  0.22 
14  0.43  1.98  3.93  0.13 
15  0.51  2.14  4.59  0.15 
16  0.87  2.81  7.88  0.26 
17  0.34  -1.76  3.10  0.10 
18  0.28  1.61  2.58  0.09 
19  0.20  1.34  1.80  0.06 
20  0.52  2.17  4.72  0.16 
21  0.06  -0.77  0.59  0.02 
22  0.20  1.33  1.77  0.06 
23  0.13  -1.09  1.20  0.04 
24  0.34  -1.76  3.11  0.10 
25  0.08  -0.83  0.69  0.02 
26  0.02  0.48  0.23  0.01 
27  0.24  1.46  2.13  0.07 
28  0.16  -1.20  1.44  0.05 
29  0.09  0.91  0.83  0.03 
30  0.03  -0.52  0.27  0.01 
Tabella 6.3 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (sisma in direzione X). Appendice 
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Sisma in direzione Y 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
1  1.76  24.76  16.00  0.53 
2  47.70  0.00  432.66  14.31 
3  15.00  -2.28  136.02  4.50 
4  0.68  13.73  6.18  0.20 
5  14.24  -8.07  129.19  4.27 
6  0.21  1.18  1.91  0.06 
7  4.87  0.00  44.21  1.46 
8  4.89  5.76  44.34  1.47 
9  0.11  0.76  0.96  0.03 
10  0.07  0.00  0.66  0.02 
11  1.68  4.47  15.25  0.50 
12  2.48  3.62  22.54  0.75 
13  0.05  -0.57  0.43  0.01 
14  1.49  0.00  13.51  0.45 
15  0.03  3.01  0.29  0.01 
16  0.86  -2.47  7.81  0.26 
17  0.02  0.43  0.20  0.01 
18  0.98  0.00  8.89  0.29 
19  0.01  1.88  0.11  0.00 
20  0.52  1.07  4.69  0.16 
21  0.00  -0.35  0.04  0.00 
22  0.67  0.00  6.10  0.20 
23  0.45  -0.29  4.11  0.14 
24  0.34  0.00  3.09  0.10 
25  0.26  -0.24  2.38  0.08 
26  0.09  0.00  0.78  0.03 
27  0.23  -0.18  2.12  0.07 
28  0.16  0.00  1.43  0.05 
29  0.09  -0.10  0.83  0.03 
30  0.03  0.00  0.27  0.01 
Tabella 6.4 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (sisma in direzione Y). 
Si  riportano  le  prime  sei  forme  modali  normalizzate  rispetto  allo  spostamento 
generalizzato  in  sommità  associate  a  ciascun  autovalore,  che  presentano  sia  spostamenti 
lungo Y e X che rotazioni attorno all’asse verticale Z per effetto dell’accoppiamento traslo-
rotazionale dovuto all’eccentricità effettiva fra centro di massa e centro di rigidezza sia in 




Figura 6.3 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL. 
 
Figura 6.4 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL. 



















































Figura 6.5 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL. 
6.2.2   Analisi modale di edifici asimmetrici 
La procedura dell’analisi modale si applica anche a strutture asimmetriche. In generale il 
contributo dell’n-esimo modo alla distribuzione spaziale delle forze sismiche effettive è (con 
riferimento  all’edificio  in  esame  simmetrico  in  pianta  rispetto  all’asse  X  ma  asimmetrico 
































G   (6.2) 
Il j-esimo elemento di questi sottovettori fornisce le forze laterali sjyn e i momenti torcenti 
sjθn all’i-esimo livello di piano: 
  n j j
2
n n j jyn j n jyn m r s m s q q f G f G = =   (6.3) 
Si definiscono quindi la massa effettiva 
*
n M  come risposta statica modale per il taglio 
alla base (uguale in formule a quella definita per edifici simmetrici) e 
*
On I  la risposta statica 
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jyn j n m r m M q F F   (6.9) 
Si riportano i valori di massa effettiva, altezza effettiva e momento torcente effettivo 
per  quanto  riguarda  l’azione  sismica  lungo  X  e  in  direzione  Y,  entrambe  direzioni  di  non 
simmetria. 
 
   Sisma in X  Sisma in Y 
Modo  Me  he  Ion
*  Me  he  Ion
* 
   (t)  (m)  (tmm
2)  (t)  (m)  (tmm
2) 
1  343.47  11.36  2.32E+06  16.00  0.53  5.02E+05 
2  103.19  3.41  -5.90E+05  432.66  14.31  1.21E+06 
3  137.34  4.54  -1.71E+06  136.02  4.50  -1.70E+06 
4  99.42  3.29  6.83E+05  6.18  0.20  1.70E+05 
5  36.27  1.20  -1.83E+05  129.19  4.27  3.45E+05 
6  32.86  1.09  2.43E+05  1.91  0.06  5.87E+04 
7  45.06  1.49  -5.24E+05  44.21  1.46  -5.19E+05 
8  12.50  0.41  -6.36E+04  44.34  1.47  1.20E+05 
9  17.18  0.57  1.24E+05  0.96  0.03  2.94E+04 
10  10.20  0.34  7.45E+04  0.66  0.02  1.89E+04 
11  15.42  0.51  -1.80E+05  15.25  0.50  -1.79E+05 
12  6.51  0.22  -3.22E+04  22.54  0.75  6.00E+04 
13  6.71  0.22  4.90E+04  0.43  0.01  1.24E+04 
14  3.93  0.13  -1.95E+04  13.51  0.45  3.61E+04 
15  4.59  0.15  3.37E+04  0.29  0.01  8.45E+03 
16  7.88  0.26  -9.19E+04  7.81  0.26  -9.15E+04 
17  3.10  0.10  2.27E+04  0.20  0.01  5.73E+03 
18  2.58  0.09  -1.28E+04  8.89  0.29  2.38E+04 
19  1.80  0.06  1.31E+04  0.11  0.00  3.32E+03 
20  4.72  0.16  -5.52E+04  4.69  0.16  -5.50E+04 
21  0.59  0.02  4.28E+03  0.04  0.00  1.08E+03 
22  1.77  0.06  -8.79E+03  6.10  0.20  1.63E+04 Appendice 
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   Sisma in X  Sisma in Y 
Modo  Me  he  Ion
*  Me  he  Ion
* 
   (t)  (m)  (tmm
2)  (t)  (m)  (tmm
2) 
23  1.20  0.04  -5.93E+03  4.11  0.14  1.10E+04 
24  3.11  0.10  -3.63E+04  3.09  0.10  -3.62E+04 
25  0.69  0.02  -3.43E+03  2.38  0.08  6.36E+03 
26  0.23  0.01  -1.12E+03  0.78  0.03  2.08E+03 
27  2.13  0.07  -2.49E+04  2.12  0.07  -2.48E+04 
28  1.44  0.05  -1.68E+04  1.43  0.05  -1.67E+04 
29  0.83  0.03  -9.72E+03  0.83  0.03  -9.69E+03 
30  0.27  0.01  -3.17E+03  0.27  0.01  -3.16E+03 
Tabella 6.5 - Valori per la definizione dei sistemi ad 1-GDL che corrispondono a ciascun 
modo di vibrare della struttura. 
 
 
   Sisma in X 
Modo  Me/Mtot  Me/m  he/Htot  he/hi  Ion
*/m 
1  0.38  3.79  0.38  3.79  5532.46 
2  0.11  1.14  0.11  1.14  13314.42 
3  0.15  1.51  0.15  1.51  -18768.87 
4  0.11  1.10  0.11  1.10  1878.95 
5  0.04  0.40  0.04  0.40  3802.35 
6  0.04  0.36  0.04  0.36  647.22 
7  0.05  0.50  0.05  0.50  -5727.00 
8  0.01  0.14  0.01  0.14  1320.20 
9  0.02  0.19  0.02  0.19  324.47 
10  0.01  0.11  0.01  0.11  208.08 
11  0.02  0.17  0.02  0.17  -1976.81 
12  0.01  0.07  0.01  0.07  661.40 
13  0.01  0.07  0.01  0.07  136.63 
14  0.00  0.04  0.00  0.04  398.55 
15  0.01  0.05  0.01  0.05  93.18 
16  0.01  0.09  0.01  0.09  -1008.55 
17  0.00  0.03  0.00  0.03  63.22 
18  0.00  0.03  0.00  0.03  262.01 
19  0.00  0.02  0.00  0.02  36.58 
20  0.01  0.05  0.01  0.05  -605.98 
21  0.00  0.01  0.00  0.01  11.95 
22  0.00  0.02  0.00  0.02  179.81 
23  0.00  0.01  0.00  0.01  121.23 
24  0.00  0.03  0.00  0.03  -398.74 Appendice 
137 
 
   Sisma in X 
Modo  Me/Mtot  Me/m  he/Htot  he/hi  Ion
*/m 
25  0.00  0.01  0.00  0.01  70.17 
26  0.00  0.00  0.00  0.00  22.88 
27  0.00  0.02  0.00  0.02  -273.69 
28  0.00  0.02  0.00  0.02  -184.48 
29  0.00  0.01  0.00  0.01  -106.81 
30  0.00  0.00  0.00  0.00  -34.82 
Tabella 6.6 - Coefficienti per la definizione dei sistemi ad 1-GDL che corrispondono a 




   Sisma in Y 
Modo  Me/Mtot  Me/m  he/Htot  he/hi  Ion
*/m 
1  0.02  0.18  0.02  0.18  25631.72 
2  0.48  4.77  0.48  4.77  -6502.41 
3  0.15  1.50  0.15  1.50  -18859.87 
4  0.01  0.07  0.01  0.07  7533.77 
5  0.14  1.42  0.14  1.42  -2014.70 
6  0.00  0.02  0.00  0.02  2683.95 
7  0.05  0.49  0.05  0.49  -5781.91 
8  0.05  0.49  0.05  0.49  -700.94 
9  0.00  0.01  0.00  0.01  1369.34 
10  0.00  0.01  0.00  0.01  821.03 
11  0.02  0.17  0.02  0.17  -1987.74 
12  0.02  0.25  0.02  0.25  -355.57 
13  0.00  0.00  0.00  0.00  540.65 
14  0.01  0.15  0.01  0.15  -214.82 
15  0.00  0.00  0.00  0.00  371.80 
16  0.01  0.09  0.01  0.09  -1012.90 
17  0.00  0.00  0.00  0.00  250.32 
18  0.01  0.10  0.01  0.10  -141.21 
19  0.00  0.00  0.00  0.00  144.94 
20  0.01  0.05  0.01  0.05  -608.19 
21  0.00  0.00  0.00  0.00  47.24 
22  0.01  0.07  0.01  0.07  -96.92 
23  0.00  0.05  0.00  0.05  -65.36 
24  0.00  0.03  0.00  0.03  -400.13 
25  0.00  0.03  0.00  0.03  -37.83 
26  0.00  0.01  0.00  0.01  -12.34 Appendice 
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   Sisma in Y 
Modo  Me/Mtot  Me/m  he/Htot  he/hi  Ion
*/m 
27  0.00  0.02  0.00  0.02  -274.66 
28  0.00  0.02  0.00  0.02  -185.14 
29  0.00  0.01  0.00  0.01  -107.19 
30  0.00  0.00  0.00  0.00  -34.95 
Tabella 6.7 - Coefficienti per la definizione dei sistemi ad 1-GDL che corrispondono a 
ciascun modo di vibrare della struttura (direction Y). 
6.2.3   Assi principali d’inerzia della struttura 
Volendo eseguire la stessa procedura adottata nel Cap. 513 per la definizione di un 
sistema ad 1-GDL equivalente al sistema multi gradi di libertà di partenza, è necessario, nel 
caso specifico di edifici non regolari in pianta, rendere diagonale la matrice di rigidezza in 
modo  tale  da  evitare  di  ottenere,  nel  calcolo  delle  frequenze  naturali  della  struttura,  un 
accoppiamento  fra  le  componenti  di  spostamento  rotazionali  e  traslazionali  di  piano.  La 
determinazione  delle  direzioni  principali  risulta  importante  anche  per  lo  studio  della 
disposizione degli elementi in pianta resistenti alle azioni orizzontali; infatti è rilevante capire 
secondo quali direzioni conviene orientare gli elementi per ottenere una risposta strutturale 
più vantaggiosa dell’edificio rispetto a sollecitazioni torcenti.  
La  ricerca  delle  direzioni  principali  può  essere  fatta  cercando  quel  sistema  di 
riferimento  che  diagonalizza  la  matrice  di  rigidezza.  Esistono  molte  tecniche  di 
diagonalizzazione di matrici che si basano su opportuni scambi di base. Una volta determinate 
le direzioni principali si possono esprimere i momenti d’inerzia rispetto ad esse e si può così 
costruire l’ellisse centrale d’inerzia delle rigidezze. Ciò permette di valutare la direzione di 
maggior  debolezza  dell’edificio,  ed  eventualmente  suggerire  interventi  di  irrigidimento 
proprio in quella direzione.  
Per far comprendere meglio il problema si fa riferimento, nella trattazione teorica, ad 
un edificio ad solo piano. Come già visto in precedenza le equazioni di equilibrio dell’edificio 
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   ossia   K X=F  (6.10) 
ove i termini sulla diagonale principale della matrice di rigidezza K sono i termini di rigidezza 
diretti  mentre  fuori  dalla  diagonale  si  hanno  i  termini  legati  all’accoppiamento  roto-
traslazionale. Ora per rendere diagonale la matrice espressa dalla (6.10) è necessario riferirla 
ad un sistema di riferimento centrato nel centro di torsione dell’edificio, per cui si annullano 

















































  (6.11) 
                                                        
13 Nel Cap. 5 della stessa tesi, viene svolta un’analisi di un edificio simmetrico, in cui le componenti rotazionali e 
quelle traslazionali sono già disaccoppiate. Appendice 
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Per la determinazione delle direzioni principali che annullano gli altri termini della 
matrice di rigidezza si può far riferimento alla sottomatrice 2x2 della matrice di rigidezza 
stessa interpretandola come un tensore simmetrico del primo ordine. 
Come  è  noto  tutti  i  tensori  simmetrici  del  primo  ordine  hanno  alcune  proprietà 
importanti, una delle quali è quella di possedere 2 direzioni principali tra loro ortogonali, il 








= a   (6.12) 
Una volta valutato l’angolo di inclinazione è possibile determinare anche le rigidezze 
principali dell’edificio, al fine di valutare se si è in presenza o meno di una direzione debole 
nei confronti delle azioni orizzontali. 
In definitiva per rendere la matrice di rigidezza tale da ricavare le frequenze di vibrare 
della struttura in modo disaccoppiato nell’analisi agli autovalori, è necessario che il sistema di 
riferimento rispetto al quale si valuta la matrice delle rigidezze sia: 
®  centrato nel centro di torsione (o centro di taglio della struttura); 
®  con gli assi di piano orientati secondo le direzioni principali d’inerzia dell’edificio. 
Seguono  i  calcoli  effettuati  per  l’orientazione  degli  assi  principali  d’inerzia  della 
struttura.  
Con  riferimento  alla  teoria  derivante  dallo  studio  della  geometria  delle  masse,  i 
momenti  d’inerzia  rispetto  ad  una  coppia  di  assi  ortogonali  ruotati  rispetto  al  sistema  di 
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Gli assi principali d’inerzia si ottengono determinando i valori di α0 dell’angolo α per i 
quali si annulla la derivata di Jx1 rispetto ad α: per la prima delle (6.13) si ha 
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- = a   (6.14) 
La  stessa  relazione  si  ottiene  se  si  uguaglia  a  zero  la  derivata  dJy1/dα,  oppure 
l’espressione Jx1y1. Inoltre se α0 è una soluzione della (6.14), lo è anche α0 + 90°. Risultano così 
definiti due assi ortogonali ξ e η (assi principali d’inerzia per il punto P, tali che i momenti 
principali d’inerzia Jξ e Jη risultano uno massimo e l’altro minimo, mentre è Jξη = 0. 
Si riportano i calcoli dell’orientazione degli assi rispetto al riferimento XY indicato in 
Fig. 6.7. 
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Fig. 6.7 - Orientazione degli assi principali d’inerzia 
A questo punto si ribadisce che il sistema di riferimento da prendere in considerazione 
per l’analisi dinamica della struttura è concentrato nel centro di taglio ed ha l’orientazione 
calcolata con la (6.15). 
 
Fig. 6.8 - Sistema di riferimento principale concentrato nel centro di taglio 
 
6.2.4   Diagonalizzazione della matrice delle masse 
La matrice delle masse della struttura è diagonale solo se risulta riferita al baricentro 
di ciascun piano di edifici (in questo caso i baricentri dei vari piani sono allineati lungo la 







nascono dei termini extradiagonali. Infatti la forma della matrice delle masse, riferita ad un 
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dove xGi e yGi sono le coordinate dei nodi in cui la massa è concentrata rispetto al sistema di 
riferimento scelto.  
Sempre  nell’intento  di  ottenere  le  frequenze  di  vibrazione  della  struttura  in  modo 
disaccoppiato (rispetto al comportamento traslazionale e torsionale) risulta evidente come sia 
necessario  trasformare  in  forma  omogenea  la  matrice  delle  masse  stessa,  che  altrimenti, 
essendo riferita al centro di taglio e non al baricentro delle masse, non risulta diagonale.  
Un  modo  per  trasformare  una  matrice,  ad  esempio  la  matrice  M,  in  una  matrice 
diagonale, è di fatto conseguente alla soluzione di un sistema di equazioni omogenee del tipo: 
 
  x Mx l =   (6.18) 
e, come già detto, se n sono le equazioni e le incognite x1 … xn, si hanno n autovalori λ1, …, λn 
che lo soddisfano. Quindi l’equazione (6.18) risulta verificata per λ1, …, λn e si può scrivere: 
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  (6.19) 
la matrice degli autovettori A relativa alla matrice M può essere scritta nella forma 
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si trova: 
  AS MA =   (6.23) 
per cui, premoltiplicando entrambi i membri della (5.20) per M-1 risulta: 
 
  S AS A MA A
1 1 = =
- -   (6.24) 
Le  matrici  M,  S,  relative  agli  stessi  autovalori,  sono  dette  omogenee.  Pertanto  la 
relazione (6.24) consente di trasformare una matrice M in una matrice diagonale, che è quella 
dei relativi autovalori: basta, infatti, moltiplicarla per l’inversa della matrice degli autovettori 
A, e postmoltiplicarla per la stessa A. Tale operazione viene detta “trasformazione in matrice 
omogenea”. 
 
6.2.5   Soluzione del problema agli autovalori 
Adottando il sistema di riferimento secondo le direzioni principali della struttura e nel 
centro di taglio dell’edificio, si ripete il calcolo delle frequenze naturali della struttura che 
stavolta si presentano disaccoppiate. Si ottiene: 
 
Modo  ω
2  ω  f  T 
   (-)  (rad/s)  (Hertz)  (s) 
1  1.36E+01  3.69  0.59  1.70 
2  2.26E+01  4.76  0.76  1.32 
3  4.97E+01  7.05  1.12  0.89 
4  5.28E+02  22.98  3.66  0.27 
5  8.58E+02  29.29  4.66  0.21 
6  1.93E+03  43.93  6.99  0.14 
7  4.16E+03  64.51  10.27  0.10 
8  6.74E+03  82.12  13.07  0.08 
9  1.52E+04  123.38  19.64  0.05 
10  1.61E+04  126.84  20.19  0.05 
11  2.61E+04  161.42  25.69  0.04 




2  ω  f  T 
   (-)  (rad/s)  (Hertz)  (s) 
13  5.89E+04  242.64  38.62  0.03 
14  7.14E+04  267.30  42.54  0.02 
15  9.80E+04  313.06  49.83  0.02 
16  1.59E+05  398.33  63.40  0.02 
17  1.61E+05  401.86  63.96  0.02 
18  1.87E+05  432.28  68.80  0.01 
19  3.03E+05  550.00  87.54  0.01 
20  3.12E+05  558.95  88.96  0.01 
21  3.59E+05  598.90  95.32  0.01 
22  4.57E+05  675.90  107.57  0.01 
23  5.06E+05  711.17  113.19  0.01 
24  5.76E+05  758.99  120.80  0.01 
25  6.84E+05  826.98  131.62  0.01 
26  7.40E+05  859.95  136.87  0.01 
27  9.33E+05  965.67  153.69  0.01 
28  1.14E+06  1069.33  170.19  0.01 
29  1.67E+06  1293.06  205.80  0.00 
30  2.11E+06  1452.03  231.10  0.00 
Tabella 6.8 - Autovalori e periodi propri corrispondenti (frequenze disaccoppiate). 
Per il calcolo del fattore di partecipazione, della massa modale effettiva e dell’altezza 
effettiva che caratterizzano ciascun modo di vibrare, si procede come nel Cap. 4, adottando un 
opportuno vettore di influenza del terremoto nelle direzioni principali nel piano orizzontale 
della struttura, ovvero con un certo angolo di rotazione rispetto alle direzioni orizzontali X e Y 
(Fig. 2.1, Tab. 6.9). 
 
 
   GDL  Rx  Ry 
     (direz. 1)  (direz. 2) 
piano 1 
DX1  0.04  -0.97 
DY1  -1.00  0.26 
RZ1  0.00  0.00 
piano 2 
DX2  0.04  -0.97 
DY2  -1.00  0.26 
RZ2  0.00  0.00 
piano 3 
DX3  0.04  -0.97 
DY3  -1.00  0.26 
RZ3  0.00  0.00 
piano 4 
DX4  0.04  -0.97 
DY4  -1.00  0.26 Appendice 
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   GDL  Rx  Ry 
     (direz. 1)  (direz. 2) 
     
RZ4  0.00  0.00 
piano 5 
DX5  0.04  -0.97 
DY5  -1.00  0.26 
RZ5  0.00  0.00 
piano 6 
DX6  0.04  -0.97 
DY6  -1.00  0.26 
RZ6  0.00  0.00 
piano 7  
DX7  0.04  -0.97 
DY7  -1.00  0.26 
RZ7  0.00  0.00 
piano 8 
DX8  0.04  -0.97 
DY8  -1.00  0.26 
RZ8  0.00  0.00 
piano 9 
DX9  0.04  -0.97 
DY9  -1.00  0.26 
RZ9  0.00  0.00 
piano 10 
DX10  0.04  -0.97 
DY10  -1.00  0.26 
RZ10  0.00  0.00 
Tabella 6.9 - Vettore di influenza del terremoto nelle due direzioni principali 
ortogonali nel piano X e Y. 
I risultati ottenuti per ogni modo di vibrare sono riassunti nelle Tabb. 6.10 - 6.11. 
 
Sisma in direzione principale X 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
1  0.00  0.00  0.00  0.00 
2  64.49  24.18  584.89  19.35 
3  0.00  0.00  0.00  0.00 
4  0.00  -0.01  0.00  0.00 
5  19.76  -13.39  179.20  5.93 
6  0.00  0.00  0.00  0.00 
7  0.00  0.00  0.00  0.00 
8  6.79  7.85  61.60  2.04 
9  0.00  0.00  0.00  0.00 
10  0.00  0.00  0.00  0.00 
11  3.46  5.60  31.40  1.04 Appendice 
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Sisma in direzione principale X 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
12  0.00  0.00  0.00  0.00 
13  0.00  0.00  0.00  0.00 
14  2.08  -4.34  18.86  0.62 
15  0.00  0.00  0.00  0.00 
16  0.00  0.00  0.00  0.00 
17  0.00  0.00  0.00  0.00 
18  1.37  -3.52  12.41  0.41 
19  0.00  0.00  0.00  0.00 
20  0.00  0.00  0.00  0.00 
21  0.94  2.92  8.51  0.28 
22  0.00  0.00  0.00  0.00 
23  0.00  0.00  0.00  0.00 
24  0.00  0.00  0.00  0.00 
25  0.63  2.40  5.74  0.19 
26  0.00  0.00  0.00  0.00 
27  0.37  -1.82  3.32  0.11 
28  0.12  -1.04  1.08  0.04 
29  0.00  0.00  0.00  0.00 
30  0.00  0.00  0.00  0.00 
Tabella 6.10 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (sisma in direzione principale X). 
 
Sisma in direzione principale Y 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
1  0.00  0.00  0.00  0.00 
2  0.00  0.00  0.00  0.00 
3  63.75  24.05  578.24  19.13 
4  0.17  1.25  1.56  0.05 
5  0.00  0.00  0.00  0.00 
6  19.59  -13.33  177.64  5.88 
7  0.06  -0.72  0.52  0.02 
8  0.00  0.00  0.00  0.00 
9  6.73  7.82  61.08  2.02 
10  0.03  0.51  0.26  0.01 
11  0.00  0.00  0.00  0.00 
12  0.02  -0.39  0.15  0.01 
13  3.43  5.58  31.14  1.03 
14  0.00  0.00  0.00  0.00 Appendice 
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Sisma in direzione principale Y 
Modo  P.F.  G G G G        Me  he 
   (%)     (t)  (m) 
15  0.01  0.32  0.10  0.00 
16  2.06  -4.32  18.70  0.62 
17  0.01  -0.27  0.07  0.00 
18  0.00  0.00  0.00  0.00 
19  1.36  -3.51  12.30  0.41 
20  0.01  0.22  0.05  0.00 
21  0.00  0.00  0.00  0.00 
22  0.00  -0.17  0.03  0.00 
23  0.93  2.91  8.44  0.28 
24  0.00  0.09  0.01  0.00 
25  0.00  0.00  0.00  0.00 
26  0.63  2.39  5.69  0.19 
27  0.00  0.00  0.00  0.00 
28  0.00  0.00  0.00  0.00 
29  0.36  -1.82  3.30  0.11 
30  0.06  0.73  0.54  0.00 
Tabella 6.11 - Caratterizzazione dei modi di vibrare (sisma in direzione principale Y). 
Si  riportano  le  prime  tre  forme  modali  significative  associate  a  ciascun  autovalore 
ottenute per ciascuna direzione principale (Figg. 6.9 - 6.10); si fa notare la perfetta simmetria 
dei risultati rispetto alle due direzioni X e Y, data la scelta del sistema di riferimento principale 






Figura 6.9 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL (componente traslazionale 
lungo direzione principale X). 
 
 
Figura 6.10 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL (componente traslazionale 
lungo direzione principale Y). 
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Figura 6.11 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL (componente rotazionale). 
Per confronto con i risultati ottenuti dal programma in Fortran si eseguito anche un 
calcolo con un modello a beam dell’edificio con il codice Straus7. Il piano infinitamente rigido 
è stato simulato disponendo dei rigid link nel piano XY che collegano i nodi delle varie aste ai 
vari livelli di piano nel centro di taglio precedentemente calcolato. Le masse traslazionali e 
rotazionali di piano si sono concentrate nel centro di taglio. In particolare si riportano nelle 
seguenti immagini le prime forme modali ottenute. 
 
Figura 6.12 - Modo 1 di vibrazione (rotazionale). 
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Figura 6.15 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL (modi 4 : 7). 
 
 
Figura 6.16 - Modi naturali di vibrazione del sistema M-GDL (modi 8 : 11). 
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Struttura e listato del programma in Fortran 
 
  Si riportano struttura e listato del programma in Fortran utilizzato così come 
proposto dalla tesi di laurea di Modenese C., “Analisi del comportamento di edifici alti alle azioni 
orizzontali”14. 
Programma Principale (Main Program)             
KEQUIV.f 
Calcolo della rigidezza equivalente di un sistema di aste e soluzione del 
problema elastico                                                           
Calcolo dei modi propri di vibrare 
Dati di input (Subroutine)                
DATI.f  Lettura dati di input          
Sottoprogrammi per calcolo matrice di rigidezza equivalente (Subroutines)    
KEQ.f  Calcolo rigidezza equivalente       
TRASF.f  Passaggio dal rif.to locale al globale       
HELOC.f  Costruzione matrici di rigidezza locali    
ORDHE.f  Riordino matrici di rigidezza locali egli elementi 
ASSEMB.f  Assemblaggio matrici locali          
VINCO.f  Vincolo matrici di rigidezza delle singole lame    
ORDKM.f  Ordinamento matrici di rigidezza delle lame    
COND.f  Condensazione dei gradi di libertà       
ATKA.f  Prodotto con matrice di trasformazione    
Sottoprogrammi per calcolo modi di vibrare e analisi spettrale (Subroutines)    
MASSE.f  Costruzione matrice delle masse       
PROBLEM.f  Soluzione problema agli autovalori generalizzato 
MODALE.f 
Calcolo massa modale partecipante, fattore di partecipazione, altezza 
effettiva 
Calcolo massimi spostamenti (analisi spettrale) 
Calcolo massime forze sismiche equivalenti 
Calcolo profili di carico per analisi pushover 
SPETTRO.f  Calcolo ordinate spettrali da spettro di risposta  
Algoritmi utilizzati (Subroutines)             
CHOLDC.f 
Decomposizione di Cholesky per soluzione sistema di equazioni lineare 
CHOLSL.f 
GAUSSJ.f  Inversione di matrice con algoritmo di Gauss    
JACOBI.f  Calcolo autovalori e autovettori per matrice simmetrica 
                 
Altri sottoprogrammi (Subroutines)                
PRODMM.f  Prodotto matrice matrice           
PRODMM2.f            
PRODMV.f  Prodotto matrice vettore          
PRODMV2.f                
                                                        
14  Modenese  C.,  “Analisi  del  comportamento  di  edifici  alti  alle  azioni  orizzontali”,  Tesi  di  Laurea  Magistrale, 




Main Program KEQUIV 
 
PROGRAM KEQUIV 
      IMPLICIT NONE 
C 
C Questo programma esegue il calcolo della matrice di rigidezza globale 
C equivalente di un sistema di elementi beam comunque disposti nel piano. 
C I gradi di libertà considerati vengono ridotti a tre per ciascun piano 
C di edificio, due traslazioni lungo gli assi X e Y e una rotazione 
C attorno all'asse Z di riferimento normale al piano XY. 
C ______________________________________________________________________ 
C 
C DIZIONARIO DEI DATI 
C =================== 
C Variabili in INGRESSO : 
! ... Scalar Arguments 
C     NEMAX      numero max di elementi per ciascuna mensola 
C     NMMAX      numero max di mensole 
C     NMAX       numero max di nodi per ciascuna mensola 
C     NM         numero mensole 
C     PE         dimensione matrice K equivalente 
C 
C ... Sistema di riferimento (X,Y,Z), asse Z normale al piano 
! ... Array Arguments 
C     N          numero di nodi della mensola k-esima 
C     NE         numero di elementi della mensola k-esima 
C     ID         matrice di incidenza della mensola k-esima 
C     DX         vettore indice vincoli nodali spostamenti lungo X 
C     DY         vettore indice vincoli nodali spostamenti lungo Y 
C     RX         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno X 
C     RY         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno Y 
C     RZ         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno Z 
C     AUX        matrice ausiliaria (numerazione gdl, 5 gld per nodo) 
C     AUX1       matrice ausiliaria (numerazione gdl, 3 gld per nodo) 
C     X          vettore indice coordinate nodali asse X (centro di taglio) 
C     Y          vettore indice coordinate nodali asse Y (centro di taglio) 
C     Z          vettore indice coordinate nodali asse Z 
C     E          vettore indice moduli elastici normali elementi 
C     G          vettore indice moduli elastici tangenziali elementi 
C     L          vettore indice lunghezze elementi 
C     J1         vettore indice momenti d'inerzia principali (asse 
C                forte) 
C     J2         vettore indice momento d'inerzia principale (asse 
C                debole) 
C     Jd         vettore indice torsione alla De Saint Venant 
C     R          termine noto 
C 
C Variabili in USCITA : 
! ... Array Arguments Appendice 
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C     KE         matrice di rigidezza equivalente 
C     M          matrice delle masse dell'intera struttura 
C     R          termine noto (forze note) 
C     XSOL       vettore soluzione (spostamenti di piano) 
C     AR         vettore spostamenti lamine 
C     D          vettore autovalori 
C     VN         matrice autovettori 
C     MOD        massa modale partecipante 
C     PF         fattore di partecipazione modale 
C     hwi        altezza effettiva per ciascun modo di vibrare 





C TRACCIA DELLE MODIFICHE 
C ======================= 
C AUTORE : Chiara Modenese 
C DESCRIZIONE : Codice originale 
C DATA : 10/02/09 
C ______________________________________________________________________ 
C 
C---- Dichiarazione Sub esterne (sottoprogrammi) 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL DATI,KEQ,CHOLDC,CHOLSL,PRODMV,MASSE,PROBLEM,MODALE, 
  &     SPETTRO   
C 
C---- Dichiarazione delle variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX,NEMAX 
      INTEGER NM                     ! numero mensole 
      INTEGER PE                     ! dimensione matrice K equivalente 
      INTEGER I,K,J,II,JJ 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (NMAX=100)           ! numero max di nodi per ogni mensola 
      PARAMETER (NMMAX=50)           ! numero max di mensole 
      PARAMETER (NEMAX=50)           ! numero max di elementi per ogni mensola 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX)                
      INTEGER NE(NMMAX) 
      INTEGER ID(NEMAX,10,NMMAX)      
      INTEGER DX(NMAX,NMMAX),DY(NMAX,NMMAX),RX(NMAX,NMMAX),   
     &        RY(NMAX,NMMAX),RZ(NMAX,NMMAX) 
      INTEGER AUX(NMAX,5,NMMAX),AUX1(NMAX,3,NMMAX) 
      INTEGER P(NMMAX)               ! vettore con dimensione matrici mensola k-esima 
             
      REAL*8 X(NMAX,NMMAX),Y(NMAX,NMMAX),Z(NMAX,NMMAX)        
      REAL*8 E(NEMAX,NMMAX),G(NEMAX,NMMAX),L(NEMAX,NMMAX),    Appendice 
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     &       J1(NEMAX,NMMAX),J2(NEMAX,NMMAX),Jd(NEMAX,NMMAX) 
      
      REAL*8 A(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX)   
      REAL*8 AT(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 KE(3*NMAX,3*NMAX)       ! matrice di rigidezza equivalente 
      REAL*8 R(3*NMAX)               ! vettore forze di piano 
      REAL*8 XSOL(3*NMAX)            ! spostamenti di piano 
      REAL*8 AR(3*NMAX,NMMAX)        ! spostamenti lamine 
      REAL*8 PC(3*NMAX)              ! vettore per sub cholesky 
      REAL*8 MK(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) ! matrice delle masse per singola mensola 
      REAL*8 M(3*NMAX,3*NMAX)        ! matrice delle masse 
      REAL*8 D(3*NMAX)               ! vettore autovalori 
      REAL*8 VN(3*NMAX,3*NMAX)       ! matrice autovettori 
       
      REAL*8 VINF(3*NMAX)            ! vettore di influenza del terremoto 
      REAL*8 MASS(3*NMAX,3*NMAX) 
      real*8 ke1(3*NMAX,3*NMAX) 
      real*8 alpha(nemax,nmmax)      ! angolo di rotazione locale-globale 
      real*8 T(3*nmax)               ! periodi propri naturali 
      real*8 Se(3*nmax)              ! ordinate spettrali (in accelerazione) 
      real*8 SDe(3*nmax)             ! ordinate spettrali (in spostamento) 
      real*8 Xmax(3*nmax,3*nmax)     ! matrice spostamenti massimi (spettrale) 




C---- Chiamata Sub per ACQUISIZIONE DATI PROGRAMMA 
C                      =========================== 
C 
      CALL DATI(NMMAX,NMAX,NEMAX,NM,N,X,Y,Z,NE,ID,DX,DY,RX,RY,RZ, 
     &          E,G,L,J1,J2,Jd,AUX,AUX1,alpha) 
 
C---- Apertura files di INPUT/OUTPUT 
      OPEN(50,FILE='2-MATRICI.out',status='unknown') 
      OPEN(51,FILE='3-SOLUZIONE.out',status='unknown') 
      OPEN(52,FILE='K.dat',status='unknown') 
      OPEN(53,FILE='M.dat',status='unknown')     
      OPEN(60,FILE='4-EIGEN.out',status='unknown') 
      OPEN(70,FILE='5-Lm.out',status='unknown')   ! Lm = [fi]^T*[M]*[R] 
      OPEN(80,FILE='6-Ti.out',status='unknown')   ! Ti = 2*π/(√ω
2) 
      OPEN(90,FILE='7-SeSDe.out',status='unknown')! ordinate spettrale  
      OPEN(91,FILE='8-Xmax.out',status='unknown') ! spostamenti max (spettrale) 
      OPEN(92,FILE='9-Qmax.out',status='unknown') ! forze sismiche equivalenti 
       
      OPEN(35,FILE='noto.dat',status='old') 
      OPEN(37,FILE='inf.dat',status='old') 
C 
C Costruzione MATRICE DI RIGIDEZZA EQUIVALENTE 




      CALL KEQ(NEMAX,NMMAX,NMAX,NM,N,ID,NE,E,G,L,J1,J2,Jd, 
     &         AUX,alpha,DX,DY,RX,RY,RZ,AUX1,A,AT,X,Y,P,PE,KE) 
C 
C Lettura e costruzione MATRICE DELLE MASSE, chiamata Sub 
C                       =================== 
C 
      CALL MASSE(NMAX,NMMAX,NM,P,A,AT,MK,M) 
C 
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
         II=I+3 
         JJ=J+3               ! mensole vincolate alla base, 
         KE(I,J)=KE(II,JJ)    ! elimino righe/colonne corrispondenti (3 dof) 
         ENDDO 
      ENDDO 
       
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
         II=I+3 
         JJ=J+3               ! mensole vincolate alla base, 
         M(I,J)=M(II,JJ)      ! elimino righe/colonne corrispondenti (3 dof) 
         ENDDO 
      ENDDO 
       
      DO K=1,NM 
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
         II=I+3 
         JJ=J+3                ! mensole vincolate alla base, 
         A(I,J,K)=A(II,JJ,K)   ! elimino righe/colonne corrispondenti (3 dof) 
         ENDDO 
      ENDDO 
      ENDDO 
      PE=PE-3                  ! nuova dimensione logica matrice KEQ, A, M 
C 
C Salvataggio matrice KE in KE1 per problema autovalori 
C 
      do i=1,pe 
         do j=1,pe 
            ke1(i,j)=ke(i,j) 
         enddo 
      enddo 
C 
C Echo Prining 
C 
      WRITE(51,*) 'Nota: eliminazione righe/colonne corrispondenti a ', 
     &            'gdl vincolati (nodo di base delle mensole)' 
      WRITE(51,*) 
      WRITE(51,*) '****************************************' 
      WRITE(51,*) '*** Matrice di rigidezza equivalente ***' Appendice 
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      WRITE(51,*) '****************************************' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(51,1) (KE(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
      WRITE(51,*) 
      WRITE(51,*) '**************************' 
      WRITE(51,*) '*** Matrice topologica ***' 
      WRITE(51,*) '**************************' 
      DO K=1,NM 
      WRITE(51,*) 'Mensola :',K 
      DO I=1,PE 
         WRITE(51,1) (A(I,J,K),J=1,PE) 
      ENDDO 
      WRITE(51,*) 
      ENDDO 
C 
C Costruzione termine noto 
C 
C Lettura FORZE DI PIANO 
C         ============== 
C 
      READ(35,*) 
      DO I=1,PE 
         READ(35,*) R(I) 
      ENDDO 
C Echo Printing 
      WRITE(51,*) 
      WRITE(51,*) '*********************************************' 
      WRITE(51,*) '*** Vettore termine noto (forze di piano) ***' 
      WRITE(51,*) '*********************************************' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(51,1) R(I) 
      ENDDO 
C 
C Soluzione sistema [KE]*[XSOL] = [R] 
C =================================== 
C 
C Set up 
      DO I=1,PE 
         XSOL(I)=0.D0 
      ENDDO 
C 
C Calcolo SPOSTAMENTI DI PIANO 
C         ==================== 
C 
      CALL CHOLDC(KE,PE,3*NMAX,PC)        
      CALL CHOLSL(KE,PE,3*NMAX,PC,R,XSOL) 
C 




      WRITE(51,*) 
      WRITE(51,*) '************************************************' 
      WRITE(51,*) '*** Vettore soluzione (spostamenti di piano) ***' 
      WRITE(51,*) '************************************************' 
      DO I=1,PE 
         IF (ABS(XSOL(I)).LT.(1.D0*10.D0**(-15))) THEN 
         WRITE(51,1) 0.D0 
         ELSE 
         WRITE(51,1) XSOL(I) 
         ENDIF 
      ENDDO 
C 
C Calcolo spostamento nodi singole lamine 
C 
      DO K=1,NM 
         CALL PRODMV(PE,PE,A,XSOL,AR,3*NMAX,K)      
      ENDDO 
C 
C Echo Printing 
      WRITE(51,*) 
      WRITE(51,*) '***********************************' 
      WRITE(51,*) '*** Vettore spostamenti mensole ***' 
      WRITE(51,*) '***********************************' 
      DO K=1,NM 
         WRITE(51,*) 'Mensola :',K 
         DO I=1,PE 
            IF (ABS(AR(I,K)).LT.(1.D0*10.D0**(-15))) THEN 
            WRITE(51,1) 0.D0 
            ELSE 
            WRITE(51,1) AR(I,K) 
            ENDIF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C 
C Echo Printing (per problema autovalori) 
C 
      WRITE(52,*) 'Matrice di rigidezza [K] :' 
      WRITE(52,*) PE 
      DO I=1,PE 
         WRITE(52,1) (KE1(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
      WRITE(53,*) 'Matrice delle masse [M] :' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(53,1) (M(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
C 
C Nota: durante la soluzione del problema agli autovalori la matrice M viene 




      DO I=1,PE 
      DO J=1,PE 
         MASS(I,J)=M(I,J) 
      ENDDO 
      ENDDO 
C 
C Soluzione problema agli autovalori 
C 
      CALL PROBLEM(KE1,M,NMAX,PE,D,VN,T) 
C 
C Calcolo ordinata spettrale Se(T) 
C 
      call spettro(nmax,T,Se,PE,SDe,D) 
C 




C Lettura VETTORE DI INFLUENZA DEL TERREMOTO 
C         ================================== 
C 
      READ(37,*) 
      DO I=1,PE 
         READ(37,*) VINF(I) 
      ENDDO 
C Echo Printing 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) '*********************************************' 
      WRITE(60,*) '***   Vettore di influenza del terremoto  ***' 
      WRITE(60,*) '*********************************************' 
      WRITE(60,*) 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) VINF(I) 
      ENDDO 
C 
C Chiamata Sub per calcolo massa modale partecipante, fattore di 
C partecipazione modale (%), altezza effettiva 
C Calcolo max spostamenti spettrali Xmax  
C Calcolo max forze sismiche equivalenti Qmax 
C 
      CALL MODALE(VN,MASS,VINF,NMAX,PE,SDe,Xmax,KE1,Qmax) 
 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
      WRITE(6,*) 
      WRITE(6,*) '*** PROGRAM TERMINATED ***' 
      STOP 
      END 
 







C     SUBROUTINE DATI 
C     Lettura dati per il programma KEQUI 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE DATI(NMMAX,NMAX,NEMAX,NM,N,X,Y,Z,NE,ID,DX,DY,RX,RY,RZ, 
     &                E,G,L,J1,J2,Jd,AUX,AUX1,alpha) 
 
      IMPLICIT NONE 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX,NEMAX 
      INTEGER NM 
      INTEGER I,J,K,P 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX),NE(NMMAX) 
      INTEGER ID(NEMAX,10,NMMAX) 
      INTEGER DX(NMAX,NMMAX),DY(NMAX,NMMAX),RX(NMAX,NMMAX), 
     &        RY(NMAX,NMMAX),RZ(NMAX,NMMAX) 
      INTEGER AUX(NMAX,5,NMMAX),AUX1(NMAX,3,NMMAX) 
      REAL*8 X(NMAX,NMMAX),Y(NMAX,NMMAX),Z(NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 E(NEMAX,NMMAX),G(NEMAX,NMMAX),L(NEMAX,NMMAX), 
     &       J1(NEMAX,NMMAX),J2(NEMAX,NMMAX),Jd(NEMAX,NMMAX) 
 
      real*8 alpha(nemax,nmmax) 
      
C 
C---- Lettura dei files INPUT 
C 
      OPEN(30,FILE='coord.dat',status='old') 
      OPEN(31,FILE='topol.dat',status='old') 
      OPEN(32,FILE='bound.dat',status='old') 
      OPEN(33,FILE='property.dat',status='old') 
      OPEN(34,FILE='ausil.dat',status='old') 
      open(39,FILE='alpha.dat',status='old') 
C 
C---- Apertura files di OUTPUT 
C 
      OPEN(40,FILE='1-DATI.out',status='unknown') 
 
C -----------------------LETTURA e SCRITTURA DATI----------------------- 
C 
C---- Lettura numero mensole, nodi e coordinate nodali di ciascuna 




      READ(30,*) NM               ! numero mensole 
      DO K=1,NM                   ! indice k: mensola k-esima 
         READ(30,*) N(K)          ! numero nodi mensola k-esima 
         DO I=1,N(K) 
            READ(30,*) J,X(I,K),Y(I,K),Z(I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Lettura numero di elementi e matrici di incidenza per ogni mensola 
C 
      DO K=1,NM 
         READ(31,*) NE(K)         ! numero elementi mensola k-esima 
         DO I=1,NE(K) 
            READ(31,*) P,(ID(I,J,K),J=1,10) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Lettura vincoli nodali DX,DY,RX,RY,RZ per ciascuna mensola 
C 
      DO K=1,NM 
         READ(32,*) 
         DO I=1,N(K) 
            READ(32,*) J,DX(I,K),DY(I,K),RX(I,K),RY(I,K),RZ(I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Lettura proprietà elementi componenti ciascuna mensola 
C 
      DO K=1,NM 
         READ(33,*) 
         DO I=1,NE(K) 
            READ(33,*) J,E(I,K),G(I,K),L(I,K),J1(I,K),J2(I,K),Jd(I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Lettura matrici ausiliarie per i nodi di ciascuna mensola 
C 
      DO K=1,NM 
         READ(34,*) 
! Lettura matrice ausiliaria per costruzione matrice topologica 
         DO I=1,N(K) 
            READ(34,*) P,(AUX(I,J,K),J=1,5) 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO K=1,NM 
         READ(34,*) 
! Lettura matrice ausiliaria per dopo condensazione 
         DO I=1,N(K) 
            READ(34,*) P,(AUX1(I,J,K),J=1,3) 
         ENDDO Appendice 
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      ENDDO 
! 
! lettura angoli di rotazione locale-globale 
! 
  do k=1,nm 
     read(39,*) 
     do i=1,ne(k) 
        read(39,*) alpha(i,k) 
     enddo 
  enddo           
C Echo Printing 
C 
      WRITE(40,*) '**************************' 
      WRITE(40,*) '***       DATI         ***' 
      WRITE(40,*) '**************************' 
      WRITE(40,*) 
      WRITE(40,*) 'U.D.M.: F[N], M[Nmm], L[mm], ALPHA[ø], m[T]' 
      WRITE(40,*) 
      WRITE(40,*) 'Numero di mensole :',NM 
      WRITE(40,*) 
      DO K=1,NM 
         WRITE(40,*) 'Mensola :',K 
         WRITE(40,*) '===========' 
         WRITE(40,*) 'Numero nodi :',N(K) 
         WRITE(40,*) 'Coordinate dei nodi rispetto al sistema globale' 
         WRITE(40,100) 
         DO I=1,N(K) 
            WRITE(40,300) I,X(I,K),Y(I,K),Z(I,K) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
         WRITE(40,*) 'Numero elementi :',NE(K) 
         WRITE(40,*) 'Matrice delle incidenze' 
         DO I=1,NE(K) 
            WRITE(40,301) I,(ID(I,J,K),J=1,10) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
         WRITE(40,*) 'Vincoli nodali' 
         WRITE(40,101) 
         DO I=1,N(K) 
            WRITE(40,301) I,DX(I,K),DY(I,K),RX(I,K),RY(I,K),RZ(I,K) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
         WRITE(40,*) 'Proprietà elementi' 
         WRITE(40,102) 
         DO I=1,NE(K) 
            WRITE(40,303) I,E(I,K),G(I,K),L(I,K),J1(I,K),J2(I,K),Jd(I,K) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
         WRITE(40,*) 'Matrice ausiliaria (5 g.d.l. per nodo)' 
         DO I=1,N(K) Appendice 
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            WRITE(40,*) (AUX(I,J,K),J=1,5) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
         WRITE(40,*) 'Matrice ausiliaria (3 g.d.l. per nodo)' 
         DO I=1,N(K) 
            WRITE(40,*) (AUX1(I,J,K),J=1,3) 
         ENDDO 
         WRITE(40,*) 
     WRITE(40,*) 'Angolo di rotazione di ciascun elemento' 
         DO I=1,NE(K) 
            WRITE(40,*) I,alpha(I,K) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Specifiche formati 
C 
100   FORMAT(1X,'NODO',2X,'X',17X,'Y',17X,'Z') 
101   FORMAT(1X,'NODO',2X,'DX',2X,'DY',2X,'RX',2X,'RY',2X,'RZ') 
102   FORMAT(1X,'ELEMENTO',1X,'MODULO E',10X,'MODULO G',10X,'LUNGH', 
     &      13x,'J11',15X,'J22',15X,'Jd') 
 
300   FORMAT(I3,10(3X,E15.8)) 
301   FORMAT(I3,2X,10(I3,1X)) 
303   FORMAT(I3,6X,10(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 
      END 
 







C     SUBROUTINE KEQ 
C     Costruzione matrice di rigidezza equivalente K 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE KEQ(NEMAX,NMMAX,NMAX,NM,N,ID,NE,E,G,L,J1,J2,Jd, 
     &              AUX,alpha,DX,DY,RX,RY,RZ,AUX1,A,AT,X,Y,P,PE,KE) 
      IMPLICIT NONE 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL TRASF,HELOC,ASSEMB,VINCO,ORDKM,COND,ATKA 
C     ... Internal Functions ... 
      INTRINSIC MAX 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NEMAX,NMMAX,NMAX 
      INTEGER NM 
      INTEGER I,I1,J,II,JJ,K,PE 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER NE(NMMAX),N(NMMAX),MDIM(NMMAX),P(NMMAX)   ! P è la dimensione della matrice k-
esima 
      INTEGER ID(NEMAX,10,NMMAX) 
      INTEGER AUX(NMAX,5,NMMAX),AUX1(NMAX,3,NMMAX) 
      INTEGER DX(NMAX,NMMAX),DY(NMAX,NMMAX),RX(NMAX,NMMAX), 
     &        RY(NMAX,NMMAX),RZ(NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 X(NMAX,NMMAX),Y(NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 E(NEMAX,NMMAX),G(NEMAX,NMMAX),L(NEMAX,NMMAX), 
     &       J1(NEMAX,NMMAX),J2(NEMAX,NMMAX),Jd(NEMAX,NMMAX) 
      REAL*8 Hef1(8,8),Hef2(8,8),Hef(8,8),Het(2,2) 
      REAL*8 Hef_G(8,8),He(10,10) 
      REAL*8 C(NEMAX) 
      REAL*8 KM(5*NMAX,5*NMAX,NMMAX),KMC(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 A(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX),AT(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 KE(3*NMAX,3*NMAX) 
      real*8 alpha(nemax,nmmax) 
C 
C---- Inizializzo variabili 
C 
C---- Inizio ciclo sugli elementi della mensola k-esima 
C 
      DO K=1,NM                  ! k-esima mensola 
      WRITE(50,*) 'Mensola :',K 
      WRITE(50,*) '===========' Appendice 
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C Inizializzo variabili 
         DO I=1,8 
            DO J=1,8 
               Hef1(I,J)=ZERO 
               Hef2(I,J)=ZERO 
               Hef(I,J)=ZERO 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,2 
            DO J=1,2 
               Het(I,J)=ZERO 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,NE(K)            ! i-esimo elemento della mensola K-esima 
C 
C     Costruzione matrici di rigidezza locali 
C     Hef(8,8) : sottomatrice flessionale 
C 
            Hef1(1,1)=12*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef1(1,2)=6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(1,3)=-12*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef1(1,4)=6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(2,1)=6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(2,2)=4*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K) 
            Hef1(2,3)=-6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(2,4)=2*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K) 
            Hef1(3,1)=-12*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef1(3,2)=-6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(3,3)=12*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef1(3,4)=-6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(4,1)=6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(4,2)=2*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K) 
            Hef1(4,3)=-6*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef1(4,4)=4*E(I,K)*J1(I,K)/L(I,K) 
C 
            Hef2(1,1)=12*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef2(1,2)=6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(1,3)=-12*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef2(1,4)=6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(2,1)=6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(2,2)=4*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K) 
            Hef2(2,3)=-6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(2,4)=2*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K) 
            Hef2(3,1)=-12*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef2(3,2)=-6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(3,3)=12*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**3 
            Hef2(3,4)=-6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(4,1)=6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 
            Hef2(4,2)=2*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K) 
            Hef2(4,3)=-6*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K)**2 Appendice 
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            Hef2(4,4)=4*E(I,K)*J2(I,K)/L(I,K) 
C 
            DO I1=1,8 
               DO J=1,8 
                  IF (I1.LE.4.AND.J.LE.4) THEN 
                     Hef(I1,J)=Hef1(I1,J) 
                  ELSE IF (I1.GE.5.AND.J.GE.5) THEN 
                     II=I1-4 
                     JJ=J-4 
                     Hef(I1,J)=Hef2(II,JJ) 
                  END IF 
               ENDDO 
            ENDDO 
C Inizializzo costante 
            C(I)=ZERO 
C 
C---- Calcolo costante GJd/L 
C 
            C(I)=G(I,K)*Jd(I,K)/L(I,K) 
C 
C---- Inizio ciclo sugli elementi 
C     Costruzione matrici di rigidezza locali 
C     Het(2,2) : sottomatrice torsionale 
C     Jd : torsione alla De Saint Venant 
C 
            Het(1,1)=C(I)*1.D0 
            Het(1,2)=C(I)*(-1.D0) 
            Het(2,1)=C(I)*(-1.D0) 
            Het(2,2)=C(I)*1.D0 
C 
C---- Scrittura matrici di rigidezza locali 
C 
            WRITE(50,*) 'Elemento :',I 
            WRITE(50,*) '------------' 
            WRITE(50,*) 'Hef(i,j) :' 
            DO I1=1,8 
               WRITE(50,1) (Hef(I1,J),J=1,8) 
            ENDDO 
            WRITE(50,*) 
            WRITE(50,*) 'Het(i,j) :' 
            DO I1=1,2 
               WRITE(50,1) (Het(I1,J),J=1,2) 
            END DO 
            WRITE(50,*) 
C 
C Passaggio dal locale al globale di Hef 
C 
            CALL TRASF(NEMAX,nmmax,alpha,Hef,Hef_G,I,k) 
C 




            CALL HELOC(Het,Hef_G,He) 
C 
C Fine ciclo su tutti gli elementi della k-esima mensola 
C 
         ENDDO 
C 
C Assemblaggio di i elementi mensola k-esima per costruzione matrice di rigidezza KM(K) 
C 
         CALL ASSEMB(NEMAX,NMMAX,NMAX,ID,N,NE,He,KM,MDIM,K) 
C 
C Applicazione dei vincoli alla matrice di rigidezza della mensola k-esima 
C 
         CALL VINCO(NMAX,NMMAX,N,MDIM,DX,DY,RX,RY,RZ,AUX,KM,K) 
C 
C Ordinamento matrice di rigidezza della mensola k-esima 
C 
         CALL ORDKM(NMAX,NMMAX,MDIM,N,KM,K) 
C 
C Condensazione matrice di rigidezza della mensola k-esima 
C 
         CALL COND(NMAX,NMMAX,MDIM,N,KM,KMC,P,K) 
C 
C Passaggio matrice di rigidezza della mensola k-esima al punto di coord X = 0, Y = 0 
C 
         CALL ATKA(NMAX,NMMAX,P,N,X,Y,AUX1,A,AT,KMC,K) 
C 
C Fine ciclo su tutte le mensole 
C 
      ENDDO 
C 
C Assemblaggio mensole per costruzione matrice di rigidezza equivalente 
C 
C Calcolo dimensione matrice equivalente 
C 
      PE=P(1) 
      DO K=2,NM 
         IF (PE.LT.P(K)) THEN 
            PE=P(K) 
         ENDIF 
      ENDDO 
C 
C Set up 
C 
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
            KE(I,J)=ZERO 
         ENDDO 




      DO K=1,NM 
         DO I=1,P(K) 
            DO J=1,P(K) 
               KE(I,J)=KE(I,J)+KMC(I,J,K)   ! Assemblaggio 
            ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C Echo Prining 
C 
      WRITE(51,*) '****************************************' 
      WRITE(51,*) '*** Matrice di rigidezza equivalente ***' 
      WRITE(51,*) '****************************************' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(51,1) (KE(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
      WRITE(51,*) 
C 
C---- Specifiche formati 
C 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 







C     SUBROUTINE HELOC 
C     Costruzione matrici di rigidezza locali He complete 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE HELOC(Het,Hef_G,He) 
      IMPLICIT NONE 
 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     Het        matrice di rigidezza locale (parte torsionale) 
C     Hef_G      matrice di rigidezza locale (parte flessionale) 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     He         matrice di rigidezza locale completa (ordinata) 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL ORDHE 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER I1,J,II,JJ 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 




      DO I1=1,10 
         DO J=1,10 
            He(I1,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO I1=1,10 
         DO J=1,10 
            IF ((I1.LE.8).AND.(J.LE.8)) THEN 
               II=I1 
               JJ=J 
               He(I1,J)=Hef_G(II,JJ) 
            ELSE IF ((I1.GE.9).AND.(J.GE.9)) THEN 
               II=I1-8 
               JJ=J-8 Appendice 
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               He(I1,J)=Het(II,JJ) 
            END IF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'MATRICE He :' 
      DO I1=1,10 
         WRITE(50,1) (He(I1,J),J=1,10) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
C 
C---- Ordinamento K locali del tipo : 
C     (u,v,fix,fiy,fiz)_nodoi  (u,v,fix,fiy,fiz)_nodoj 
C 
      CALL ORDHE(He)            ! Chiamata Sub, ordinamento nodi 
C 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'MATRICE He ORDINATA :' 
      DO I1=1,10 
         WRITE(50,1) (He(I1,J),J=1,10) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
 
C---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,10(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 





C     SUBROUTINE ASSEMB 
C     Assemblaggio matrici locali He (i elementi per ogni mensola) 
C     nella matrice globale KM (mensola k-esima) 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE ASSEMB(NEMAX,NMMAX,NMAX,ID,N,NE,He,KM,MDIM,K) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     NEMAX               numero max di elementi per ciascuna mensola 
C     NMMAX               numero max di mensole 
C     NMAX                numero max di nodi per ciascuna mensola 
C     ID                  matrice di incidenza della mensola k-esima 
C     N                   numero di nodi della mensola k-esima 
C     NE                  numero di elementi della mensola k-esima 
C     He                  matrici di rigidezza locale dell' elemento i-esimo 




C Variabili in USCITA : 
C     MDIM                dimensione matrice di rigidezza globale della mensola k-esima 
C     KM                  matrice di rigidezza globale della mensola k-esima 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER I,J,I1,K 
      INTEGER NEMAX,NMMAX,NMAX 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX),NE(NMMAX),MDIM(NMMAX) 
      INTEGER ID(NEMAX,10,NMMAX) 
      REAL*8 He(10,10),KM(5*NMAX,5*NMAX,NMMAX) 
 
      MDIM(K)=5*N(K)            ! dimensione matrice globale mensola k-esima 
C---- Set Up                    ! 5 dof per ogni nodo 
      DO I=1,MDIM(K) 
         DO J=1,MDIM(K) 
            KM(I,J,K)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Assemblaggio matrici locali He nella matrice globale KG 
C 
      DO I=1,NE(K)              ! i-esimo elemento mensola k-esima 
         DO I1=1,10 
         DO J=1,10 
         KM(ID(I,I1,K),ID(I,J,K),K)=KM(ID(I,I1,K),ID(I,J,K),K)+He(I1,J) 
         ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'Matrice di rigidezza della mensola [KM] :' 
      DO I=1,MDIM(K) 
         WRITE(50,1) (KM(I,J,K),J=1,MDIM(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
C---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 
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C     SUBROUTINE VINCOLI 
C     Imposizione dei vingoli sulla matrice di rigidezza globale KEQ 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE VINCO(NMAX,NMMAX,N,MDIM,DX,DY,RX,RY,RZ,AUX,KM,K) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     NEMAX      numero max di elementi per ciascuna mensola 
C     NMMAX      numero max di mensole 
C     NMAX       numero max di nodi per ciascuna mensola 
C     N          numero di nodi della mensola k-esima 
C     K          indice: mensola k-esima 
C     MDIM       dimensione matrice di rigidezza globale 
C     DX         vettore indice vincoli nodali spostamenti lungo X 
C     DY         vettore indice vincoli nodali spostamenti lungo Y 
C     RX         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno X 
C     RY         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno Y 
C     RZ         vettore indice vincoli nodali rotazioni attorno Z 
C     AUX        matrice ausiliaria (numerazione gdl) 
C 
C Variabili in INGRESSO/USCITA : 
C     KM         matrice di rigidezza globale vincolata della mensola k-esima 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX 
      INTEGER I,J,K                       ! Mensola k-esima 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX),MDIM(NMMAX) 
      INTEGER AUX(NMAX,5,NMMAX) 
      INTEGER DX(NMAX,NMMAX),DY(NMAX,NMMAX),RX(NMAX,NMMAX), 
     &        RY(NMAX,NMMAX),RZ(NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 KM(5*NMAX,5*NMAX,NMMAX) 
 
      DO I=1,N(K) 
         DO J=1,MDIM(K) 
            IF (DX(I,K).EQ.1) THEN          ! Nodo vincolato lungo X 
               KM(AUX(I,1,K),J,K)=ZERO 
               KM(J,AUX(I,1,K),K)=ZERO Appendice 
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               IF (AUX(I,1,K).EQ.J) THEN    ! Tutti zeri tranne el diagonale 
                  KM(AUX(I,1,K),J,K)=1.D0 
               END IF 
            END IF 
            IF (DY(I,K).EQ.1) THEN          ! Nodo vincolato lungo Y 
               KM(AUX(I,2,K),J,K)=ZERO 
               KM(J,AUX(I,2,K),K)=ZERO 
               IF (AUX(I,2,K).EQ.J) THEN    ! Tutti zeri tranne el diagonale 
                  KM(AUX(I,2,K),J,K)=1.D0 
               END IF 
            END IF 
            IF (RX(I,K).EQ.1) THEN          ! Nodo vincolato alla rotazione 
               KM(AUX(I,3,K),J,K)=ZERO      ! attorno all'asse X 
               KM(J,AUX(I,3,K),K)=ZERO 
               IF (AUX(I,3,K).EQ.J) THEN    ! Tutti zeri tranne el diagonale 
                  KM(AUX(I,3,K),J,K)=1.D0 
               END IF 
            END IF 
            IF (RY(I,K).EQ.1) THEN          ! Nodo vincolato alla rotazione 
               KM(AUX(I,4,K),J,K)=ZERO      ! attorno all'asse Y 
               KM(J,AUX(I,4,K),K)=ZERO 
               IF (AUX(I,4,K).EQ.J) THEN    ! Tutti zeri tranne el diagonale 
                  KM(AUX(I,4,K),J,K)=1.D0 
               END IF 
            END IF 
            IF (RZ(I,K).EQ.1) THEN          ! Nodo vincolato alla rotazione 
               KM(AUX(I,5,K),J,K)=ZERO      ! attorno all'asse Z 
               KM(J,AUX(I,5,K),K)=ZERO 
               IF (AUX(I,5,K).EQ.J) THEN    ! Tutti zeri tranne el diagonale 
                  KM(AUX(I,5,K),J,K)=1.D0 
               END IF 
            END IF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) '[KM] vincolata :' 
      DO I=1,MDIM(K) 
         WRITE(50,1) (KM(I,J,K),J=1,MDIM(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
 
C---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 
      END 









C     SUBROUTINE ORDKM 
C     Ordinamento [KM] t.c. (u,v,fiz,fix,fiy)nodo 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE ORDKM(NMAX,NMMAX,MDIM,N,KM,K) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     NMMAX      numero max di mensole 
C     NMAX       numero max di nodi per ciascuna mensola 
C     N          numero di nodi della mensola k-esima mensola 
C     K          indice: mensola k-esima 
C     MDIM       dimensione matrice di rigidezza globale 
C 
C Variabili in INGRESSO/USCITA : 
C     KM         matrice di rigidezza globale vincolata della mensola k-esima 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX 
      INTEGER I,J,P,K1,K 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER MDIM(NMMAX),N(NMMAX) 
      REAL*8 KM(5*NMAX,5*NMAX,NMMAX),TEMPA(5*NMAX),TEMPB(1,5*NMAX) 
 
C 
C Permutazione colonne 
C ==================== 
      P=MDIM(K)-2*N(K) 
      DO K1=3,P,3 
C Set up 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPA(I)=ZERO 
         ENDDO 
C 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPA(I)=KM(I,K1,K) 
         ENDDO Appendice 
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         J=K1 
         DO J=K1,MDIM(K) 
            DO I=1,MDIM(K) 
               KM(I,J,K)=KM(I,J+1,K) 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,MDIM(K) 
            KM(I,MDIM(K),K)=TEMPA(I) 
         ENDDO 
C Set up 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPA(I)=ZERO 
         ENDDO 
C 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPA(I)=KM(I,K1,K) 
         ENDDO 
         J=K1 
         DO J=K1,MDIM(K) 
            DO I=1,MDIM(K) 
               KM(I,J,K)=KM(I,J+1,K) 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,MDIM(K) 
            KM(I,MDIM(K),K)=TEMPA(I) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C Permutazione righe 
C ================== 
      P=MDIM(K)-2*N(K) 
      DO K1=3,P,3 
C SET UP 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPB(1,I)=ZERO 
         ENDDO 
C 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPB(1,I)=KM(K1,I,K) 
         ENDDO 
         J=K1 
         DO J=K1,MDIM(K) 
            DO I=1,MDIM(K) 
               KM(J,I,K)=KM(J+1,I,K) 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,MDIM(K) 
            KM(MDIM(K),I,K)=TEMPB(1,I) 
         ENDDO 
C SET UP Appendice 
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         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPB(1,I)=ZERO 
         ENDDO 
C 
         DO I=1,MDIM(K) 
            TEMPB(1,I)=KM(K1,I,K) 
         ENDDO 
         J=K1 
         DO J=K1,MDIM(K) 
            DO I=1,MDIM(K) 
               KM(J,I,K)=KM(J+1,I,K) 
            ENDDO 
         ENDDO 
         DO I=1,MDIM(K) 
            KM(MDIM(K),I,K)=TEMPB(1,I) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) '[KM] ordinata :' 
      DO I=1,MDIM(K) 
         WRITE(50,1) (KM(I,J,K),J=1,MDIM(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
      RETURN 
      END 






C     SUBROUTINE COND 
C     Condensazione [KMC] = [K1]-[K3]^T*[K2]^-1*[K3] 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE COND(NMAX,NMMAX,MDIM,N,KM,KMC,P,K) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     NMMAX      numero max di mensole 
C     NMAX       numero max di nodi per ciascuna mensola 
C     N          numero di nodi della mensola k-esima 
C     K          indice: mensola k-esima 
C     MDIM       dimensione matrice di rigidezza mensola (5*nmax) 
C     KM         matrice di rigidezza globale vincolata della mensola k-esima 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     KMC        matrice di rigidezza globale vincolata e condensata della mensola k-esima 
C     P          dimensione matrice di rigidezza mensola (3*nmax) 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL CHOLDC,CHOLSL,PRODMM 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX 
      INTEGER I,J,II,JJ,Q,NP,K 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX),MDIM(NMMAX) 
      INTEGER P(NMMAX)      ! nuova dimensione matrice globale mensola k-esima 
 
      REAL*8 KM(5*NMAX,5*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 TEMP1(5*NMAX,5*NMAX),TEMP2(5*NMAX,5*NMAX), 
     &       TEMP3(5*NMAX,5*NMAX),TEMP3T(5*NMAX,5*NMAX) 
      REAL*8 K1(3*NMAX,3*NMAX),K2(2*NMAX,2*NMAX),Y(2*NMAX,2*NMAX), 
     &       K3(2*NMAX,3*NMAX),K3T(3*NMAX,2*NMAX),K2I(2*NMAX,2*NMAX) 
      REAL*8 T1(3*NMAX,2*NMAX),T2(3*NMAX,3*NMAX) 
      REAL*8 KMC(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 P1(2*NMAX) 
 
      NP=2*NMAX 
 
      DO I=1,MDIM(K) Appendice 
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         DO J=1,MDIM(K) 
            TEMP1(I,J)=ZERO 
            TEMP2(I,J)=ZERO 
            TEMP3(I,J)=ZERO 
            TEMP3T(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      P(K)=3*N(K) 
      Q=2*N(K) 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            K1(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO I=1,Q 
         DO J=1,Q 
            K2(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO I=1,Q 
         DO J=1,P(K) 
            K3(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,Q 
            K3T(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      DO I=1,MDIM(K) 
         DO J=1,MDIM(K) 
            IF (I.LE.P(K).AND.J.LE.P(K)) THEN 
               TEMP1(I,J)=KM(I,J,K) 
               II=I 
               JJ=J 
               K1(II,JJ)=TEMP1(I,J) 
            ELSE IF (I.GE.(P(K)+1).AND.J.LE.P(K)) THEN 
               TEMP3(I,J)=KM(I,J,K) 
               II=I-P(K) 
               JJ=J 
               K3(II,JJ)=TEMP3(I,J) 
            ELSE IF (I.GE.(P(K)+1).AND.J.GE.(P(K)+1)) THEN 
               TEMP2(I,J)=KM(I,J,K) 
               II=I-P(K) 
               JJ=J-P(K) 
               K2(II,JJ)=TEMP2(I,J) 
            ELSE IF (I.LE.P(K).AND.J.GE.(P(K)+1)) THEN 
               TEMP3T(I,J)=KM(I,J,K) Appendice 
180 
 
               II=I 
               JJ=J-P(K) 
               K3T(II,JJ)=TEMP3T(I,J) 
            END IF 
         ENDDO 
      ENDDO 
C Echo Printing 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice [K1] :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (K1(I,J),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice [K2] :' 
      DO I=1,Q 
         WRITE(50,1) (K2(I,J),J=1,Q) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice [K3] :' 
      DO I=1,Q 
         WRITE(50,1) (K3(I,J),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice [K3]^T :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (K3T(I,J),J=1,Q) 
      ENDDO 
C 
C Costruzione matrice Identità 
C Set up 
C 
      DO I=1,Q 
         DO J=1,Q 
            Y(I,J)=ZERO 
         END DO 
         Y(I,I)=1.D0 
      END DO 
 
      DO I=1,Q 
         DO J=1,Q 
            K2I(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
      CALL CHOLDC(K2,Q,NP,P1) 
      DO J=1,Q 
         CALL CHOLSL(K2,Q,NP,P1,Y(1,J),K2I(1,J)) 
      ENDDO 
C Echo Printing 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice inversa [K2]^-1 :' Appendice 
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      DO I=1,Q 
         WRITE(50,1) (K2I(I,J),J=1,Q) 
      ENDDO 
C 
C---- Condensazione matrice di rigidezza 
C     [KC] = [K1]-[K3]^T*[K2]^-1*[K3] 
C 
C     Set up 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,Q 
            T1(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            T2(I,J)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C 
C [T1] = [K3]^T*[K2]^-1 
C 
      CALL PRODMM(K3T,K2I,P(K),Q,Q,T1,3*NMAX,2*NMAX,3*NMAX) 
C 
C [T2] = [T1]*[K3] 
C 
      CALL PRODMM(T1,K3,P(K),Q,P(K),T2,3*NMAX,2*NMAX,3*NMAX) 
C 
C [KC] = [K1]-[T2] 
C 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            KMC(I,J,K)=K1(I,J)-T2(I,J) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C Echo Printing 
      WRITE(50,*) 
      WRITE(50,*) 'Matrice condensata [KC] :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (KMC(I,J,K),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,*) 
 
C---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
      RETURN 
      END 







C     SUBROUTINE ATKA 
C     Costruzione matrice topologica e prodotto [A]^T*[KMC]*[A] 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE ATKA(NMAX,NMMAX,P,N,X,Y,AUX1,A,AT,KMC,K) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     N          numero di nodi 
C     X          coordinata in X del centro di taglio del nodo i-esimo 
C     Y          coordinata in X del centro di taglio del nodo i-esimo 
C     AUX1       matrice ausiliaria (numerazione gdl) 
C     AN         matrice topologica del nodo i-esimo 
C     A          matrice topologica della struttura 
C     AT         matrice topologica trasposta della struttura 
C     P          dimensione matrice rigidezza mensola k-esima 
C 
C Variabili in INGRESSO/USCITA : 
C     KMC        matrice di rigidezza equivalente dell'intera struttura 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL PRODMM2 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX 
      INTEGER I,J,G,K 
      REAL*8 ZERO 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (ZERO=0.D0) 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER N(NMMAX) 
      INTEGER P(NMMAX)                 ! dimensione matrice k-esima 
      INTEGER AUX1(NMAX,3,NMMAX) 
      REAL*8 AN(3,3,NMAX),AT(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX), 
     &       A(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX),T1(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 KMC(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
      REAL*8 X(NMAX,NMMAX),Y(NMAX,NMMAX) 
 
C---- Set Up 
      DO G=1,N(K) 
         DO I=1,3 
            DO J=1,3 
               AN(I,J,G)=ZERO        ! matrice topologica per ogni nodo Appendice 
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            ENDDO                    ! della mensola k-esima 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            A(I,J,K)=ZERO 
            AT(I,J,K)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
C---- Costruzione matrice topologica per ogni nodo 
      DO G=1,N(K) 
         DO I=1,3 
            DO J=1,3 
               IF (I.EQ.J) THEN 
                  AN(I,J,G)=1.D0 
               ELSE IF ((I.EQ.1).AND.(J.EQ.3)) THEN 
                  AN(I,J,G)=-Y(G,K) 
               ELSE IF ((I.EQ.2).AND.(J.EQ.3)) THEN 
                  AN(I,J,G)=X(G,K) 
               ELSE 
                  AN(I,J,G)=ZERO 
               ENDIF 
             ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'MATRICE TOPOLOGICA :' 
      DO G=1,N(K) 
         WRITE(50,*) 'NODO :',G 
         DO I=1,3 
           WRITE(50,1) (AN(I,J,G),J=1,3) 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Assmeblaggio 
      DO G=1,N(K) 
         DO I=1,3 
         DO J=1,3 
         A(AUX1(G,I,K),AUX1(G,J,K),K)=A(AUX1(G,I,K),AUX1(G,J,K),K)+ 
     &                                AN(I,J,G) 
         ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'Matrice topologica della struttura [A] :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (A(I,J,K),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
C---- Calcolo [A]^T Appendice 
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C     ============= 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            AT(I,J,K)=A(J,I,K)       ! Scambio righe con colonne 
         ENDDO 
      ENDDO 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) 'Matrice topologica trasposta della struttura [A]^T :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (AT(I,J,K),J=1,P(K)) 
      END DO 
C 
C---- Calcolo prodotto [A]^T*[KG]*[A]=[KEQ] 
C                      ==================== 
C---- Set Up 
      DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            T1(I,J,K)=ZERO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
C---- Calcolo [A]^T*[KG]=[T1] 
C             =============== 
 
      CALL PRODMM2(AT,KMC,P(K),P(K),P(K),T1,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX,K) 
C 
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) '[A]^T*[KMC]=[T1] :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (T1(I,J,K),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,1) 
C---- Calcolo [T1]*[A]=[KEQ] 
C             =============== 
 
      CALL PRODMM2(T1,A,P(K),P(K),P(K),KMC,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX,K) 
       
C---- Echo Printing 
      WRITE(50,*) '[T1]*[A]=[KMC] :' 
      DO I=1,P(K) 
         WRITE(50,1) (KMC(I,J,K),J=1,P(K)) 
      ENDDO 
      WRITE(50,1) 
 
C---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
 
      RETURN 











C     SUBROUTINE MASSE 
C     Calcolo matrice delle masse 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE MASSE(NMAX,NMMAX,NM,P,A,AT,MK,M) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     NMAX              numero max di nodi per ciasuna mensola 
C     NMMAX             numero max di mensole 
C     NM                numero di mensole 
C     P                 vettore contenente la dimensione di ciascuna mensola 
C     A                 matrice topologica di ciascuna mensola 
C     AT                matrice topologica trasposta 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     MK                matrice delle masse di ogni mensola 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL PRODMM2 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,NMMAX 
      INTEGER NM,PEM 
      INTEGER I,J,K,S 
 
C     ... Array Arguments ... 
      INTEGER  P(NMMAX) 
      REAL*8 MD(3*NMAX,NMMAX),MK(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX),M(3*NMAX,3*NMAX) 
      REAL*8 A(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX),AT(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX), 
     &       T1(3*NMAX,3*NMAX,NMMAX) 
 
C 
C Apertura file di input/output 
C 
      OPEN(36,FILE='masse.dat',status='old') 
      OPEN(54,FILE='MASSE.out',status='unknown') 
C 
C Lettura file di input 
C 
      READ(36,*) 
      DO K=1,NM                  ! indice mensola k-esima 
         DO I=1,P(K)             ! dimensione matrice rigidezza mensola k-esima Appendice 
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         READ(36,*) S,MD(I,K)    ! lettura diagonale matrice massa 
         ENDDO 
         READ(36,*) 
      ENDDO 
C 
C Costruzione matrice delle masse 
C 
C Set up 
C 
      DO K=1,NM 
         DO I=1,P(K) 
         DO J=1,P(K) 
            MK(I,J,K)=0.D0 
         ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      DO K=1,NM 
      DO I=1,P(K) 
         MK(I,I,K)=MD(I,K) 
      ENDDO 
      ENDDO 
C 
C Scrittura matrice delle masse per ciascuna mensola 
C 
      WRITE(54,*) 'Matrice delle masse per ciascuna mensola' 
      DO K=1,NM 
         WRITE(54,*) 'Mensola :',K 
         DO I=1,P(K) 
         WRITE(54,1) (MK(I,J,K),J=1,P(K)) 
         ENDDO 
         WRITE(54,*) 
      ENDDO 
C 
C Prodotto [A]^T*[MK]*[A] con [A] matrice topologica definita per ciascuna mensola 
C Si riferiscono in tal modo le matrici all'origine scelta 
C 
      DO K=1,NM 
         CALL PRODMM2(AT,MK,P(K),P(K),P(K),T1,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX,K) 
         CALL PRODMM2(T1,A,P(K),P(K),P(K),MK,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX,K) 
      ENDDO 
C 
C Echo Printing 
C 
      WRITE(54,*) 'Matrici delle masse nel rif.to scelto' 
      DO K=1,NM 
         WRITE(54,*) 'Mensola :',K 
         DO I=1,P(K) 
         WRITE(54,1) (MK(I,J,K),J=1,P(K)) 
         ENDDO Appendice 
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         WRITE(54,*) 
      ENDDO 
C 
C Assemblaggio matrici delle masse, output: matrice delle masse 
C dell'intera struttura per problema agli autovalori 
C 
C Calcolo max dimensione matrice delle masse (prima dell'assemblaggio) 
C 
      PEM=P(1) 
      DO K=2,NM 
         IF (PEM.LT.P(K)) THEN 
            PEM=P(K) 
         ENDIF 
      ENDDO 
 
      DO I=1,PEM 
         DO J=1,PEM 
         M(I,J)=0.D0         ! Set up 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      DO K=1,NM 
         DO I=1,PEM 
         DO J=1,PEM 
            M(I,J)=M(I,J)+MK(I,J,K) 
         ENDDO 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
      RETURN 
      END 
 
   Appendice 
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C     SUBROUTINE CHOLDC (algoritmo per matrici SIMMETRICHE e D.P.) 
C     Esegue la decomposizione [L]*[L]^T = [A] 
C     Algoritmo di Cholesky 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE CHOLDC(A,N,NP,P) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     N          dimensione logica matrice A 
C     NP         dimensione fisica matrice A 
C     A(N,N)     matrice 
C 
C Variabili in INGRESSO/USCITA : 
C     A(N,N)     matrice (in output la matrice [L] è salvata nella parte 
C                triangolare bassa di [A], mentre la parte triangolare 
C                alta resta invariata 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     P(N)       vettore che memorizza gli elementi diagonali di L 
C 
C                Routine usata in combinazione con CHOLSL 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER N,NP 
      INTEGER I,J,K 
      REAL*8 SUM 
C     ... Parameters ... 
C      PARAMETER (NMAX=1000) 
C     ... Array Arguments ... 
      REAL*8 P(N),A(NP,NP) 
* 
* ... Data una matrice A(N,N), con dimensione fisica (NPxNP), questa 
*     routine la riscrive attraverso una decomposizione di tipo LL^T 
* 
      DO 13 I=1,N 
         DO 12 J=I,N 
            SUM=A(I,J) 
            DO 11 K=I-1,1,-1 
               SUM=SUM-A(I,K)*A(J,K) 
11          CONTINUE 
            IF(I.EQ.J)THEN Appendice 
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               IF(SUM.LE.0.d0)PAUSE 'CHOLDC FAILED'  ! A non è d.p. 
               P(I)=SQRT(SUM) 
            ELSE 
               A(J,I)=SUM/P(I) 
            ENDIF 
12       CONTINUE 
13    CONTINUE 
 
      RETURN 




C     SUBROUTINE CHOLSL 
C     Risolve [A]*[x] = [b] data [A] in forma decomposta 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE CHOLSL(A,N,NP,P,B,X) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     N          dimensione logica matrice A 
C     NP         dimensione fisica matrice A 
C     A(N,N)     matrice d.p. (input da CHOLDC) 
C     P          vettore che contiene gli elementi diagonali di L (input da CHOLDC) 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     B          vettore noto 
C     X          vettore soluzione 
C 
C                Routine usata in combinazione con CHOLDC 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER N,NP 
      INTEGER I,K 
      REAL*8 SUM 
C     ... Array Arguments ... 
      REAL*8 A(NP,NP),B(N),P(N),X(N) 
C---- Set up 
 
      DO 12 I=1,N                    ! Risolvo [L]*[Y]=[B], salvo [Y] in [X] 
         SUM=B(I) 
         DO 11 K=I-1,1,-1 
            SUM=SUM-A(I,K)*X(K) 
11       CONTINUE 
         X(I)=SUM/P(I) 
12    CONTINUE                       ! Risolvo [L]^T*[X]=[Y] Appendice 
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      DO 14 I=N,1,-1 
         SUM=X(I) 
         DO 13 K=I+1,N 
            SUM=SUM-A(K,I)*X(K) 
13      CONTINUE 
        X(I)=SUM/P(I) 
14    CONTINUE 
      RETURN 
      END 
 







C     SUBROUTINE JACOBI 
C     Calcolo autovettori e autovalori matrice A reale e simmetrica 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE JACOBI(A,N,NP,D,V,NROT) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     A          matrice di cui si vogliono calcolare tutti gli autovalo 
C                _ri e autovettori 
C     N          dimensione logica matrice 
C     NP         dimensione fisica matrice 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     D          vettore che fornisce gli autovalori di A 
C     V          matrice le cui colonne sono gli autovettori di A 
C     NROT       numero di iterazioni risultate necessarie 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER N,NP,NROT,NMAX 
      INTEGER I,IP,IQ,J 
      REAL*8 C,G,H,S,SM,T,TAU,THETA,TRESH 
C     ... Parameters ... 
      PARAMETER (NMAX=500) 
C     ... Array Arguments ... 
      REAL*8 B(NMAX),Z(NMAX) 
      REAL*8 A(NP,NP),D(NP),V(NP,NP) 
 
C---- Questa sub calcola tutti gli autovalori e autovettori di una 
C     matrice A reale e simmetrica, la cui dimensione è N x N, 
C     memorizzata fisicamente in un vettore di dimensioni NP x NP. 
C     In output, gli elementi di A sopra la diagonale vengono distrutti, 
C     mentre D fornisce gli autovalori di A nei suoi primi N elementi. 
C     V è una matrice avente le stessa dimensione fisica e logica di A, 
C     le cui colonne contengono, in output, gli autovettori 
C     normalizzati di A. NROT fornisce il numero di iterazioni di Jacobi 
C     richieste. 
 
      DO 12 IP=1,N              ! inizializzo V alla matrice identità 
         DO 11 IQ=1,N 
            V(IP,IQ)=0.d0       ! inizializzo V alla matrice identità 
11       CONTINUE Appendice 
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         V(IP,IP)=1.d0 
12    CONTINUE 
      DO 13 IP=1,N 
         B(IP)=A(IP,IP)         ! inizializzo B e D alla diagonale di A 
         D(IP)=B(IP) 
         Z(IP)=0.d0             ! vettore Z che accumulerà i termini tapq 
13    CONTINUE 
      NROT=0 
      DO 24 I=1,50 
         SM=0.d0 
         DO 15 IP=1,N-1         ! sommo gli elementi extra-diagonali 
            DO 14 IQ=IP+1,N 
            SM=SM+ABS(A(IP,IQ)) 
14          CONTINUE 
15       CONTINUE 
         IF(SM.EQ.0.d0)RETURN   ! risultato di underflow 
         IF(I.LT.4)THEN         !... primi tre set di iterazioni di Jacobi 
           TRESH=0.2d0*SM/N**2 
         ELSE 
           TRESH=0.d0 
         ENDIF 
         DO 22 IP=1,N-1 
            DO 21 IQ=IP+1,N 
               G=100.d0*ABS(A(IP,IQ)) 
* dopo quattro set di iter, salta la rotazione se l'elemento extra-diag è piccolo 
               IF((I.GT.4).AND.(ABS(D(IP))+ 
     &G.EQ.ABS(D(IP))).AND.(ABS(D(IQ))+G.EQ.ABS(D(IQ))))THEN 
                 A(IP,IQ)=0.d0 
               ELSE IF(ABS(A(IP,IQ)).GT.TRESH)THEN 
                 H=D(IQ)-D(IP) 
               IF(ABS(H)+G.EQ.ABS(H))THEN 
                 T=A(IP,IQ)/H 
               ELSE 
                 THETA=0.5d0*H/A(IP,IQ)                  ! equazione... 
                 T=1.d0/(ABS(THETA)+SQRT(1.d0+THETA**2)) 
               IF(THETA.LT.0.d0)T=-T 
               ENDIF 
               C=1.d0/SQRT(1+T**2) 
               S=T*C 
               TAU=S/(1.d0+C) 
               H=T*A(IP,IQ) 
               Z(IP)=Z(IP)-H 
               Z(IQ)=Z(IQ)+H 
               D(IP)=D(IP)-H 
               D(IQ)=D(IQ)+H 
               A(IP,IQ)=0.d0 
               DO 16 J=1,IP-1            ! caso di rotazioni per 1 <= j < p 
                  G=A(J,IP) 
                  H=A(J,IQ) 
                 A(J,IP)=G-S*(H+G*TAU) Appendice 
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                 A(J,IQ)=H+S*(G-H*TAU) 
16             CONTINUE 
               DO 17 J=IP+1,IQ-1          ! caso di rotazioni per p < j < q 
                  G=A(IP,J) 
                  H=A(J,IQ) 
                  A(IP,J)=G-S*(H+G*TAU) 
                  A(J,IQ)=H+S*(G-H*TAU) 
17             CONTINUE 
               DO 18 J=IQ+1,N              ! caso di rotazioni per q < j <= n 
                  G=A(IP,J) 
                  H=A(IQ,J) 
                  A(IP,J)=G-S*(H+G*TAU) 
                  A(IQ,J)=H+S*(G-H*TAU) 
18             CONTINUE 
               DO 19 J=1,N 
                  G=V(J,IP) 
                  H=V(J,IQ) 
                  V(J,IP)=G-S*(H+G*TAU) 
                  V(J,IQ)=H+S*(G-H*TAU) 
19             CONTINUE 
               NROT=NROT+1 
               ENDIF 
21          CONTINUE 
22       CONTINUE 
         DO 23 IP=1,N                      ! aggiorno D con la somma di tapq 
            B(IP)=B(IP)+Z(IP)              ! e reinizializzo Z 
            D(IP)=B(IP) 
            Z(IP)=0.d0 
23       CONTINUE 
24    CONTINUE 
      PAUSE 'TOO MANY ITERATIONS IN JACOBI' 
      RETURN 
      END 







C     SUBROUTINE PROBLEM 
C     Soluzione problema agli autovalori generalizzato 
C     Calcolo periodi naturali di vibrazione e forme di vibrare 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE PROBLEM(KE1,M,NMAX,PE,D,VN,T) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     3*NMAX     dimensione max matrici K e M 
C     PE         dimensione logica matrici K e M 
C     KE1        matrice di rigidezza equivalente 
C     M          matrice delle masse 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     M          matrice [L]^-1 
C     D          vettore autovalori 
C     VN         matrice autovettori 
C     T       periodi naturali 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL CHOLDC,PRODMM,JACOBI,EIGSRT,GAUSSJ 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX,PE 
      INTEGER I,J 
      INTEGER NROT 
  real*8 pi 
C     ... Array Arguments ... 
      REAL*8 KE1(3*NMAX,3*NMAX),M(3*NMAX,3*NMAX),TEM(3*NMAX,3*NMAX), 
     &       C(3*NMAX,3*NMAX) 
      REAL*8 P(3*NMAX)           ! vettore che contiene la diag di [L] di [M] 
      REAL*8 D(3*NMAX),V(3*NMAX,3*NMAX),VN(3*NMAX,3*NMAX) 
      real*8 l(3*nmax,3*nmax)     ! matrice [L] di [M] 
      real*8 li(3*nmax,3*nmax)  ! matrice [L]^-1 
      real*8 lt(3*nmax,3*nmax)  ! matrice [L]^T 
      real*8 lit(3*nmax,3*nmax)   ! matrice ([L]^-1)^T 
      real*8 b(3*nmax,3*nmax)   ! vettore ausiliario 
      real*8 T(3*nmax)            ! periodi propri naturali 
C 
C Passaggio dal problema generalizzato al problema standard agli autovalori 
C Costruzione matrice [C] = [L]^-1*[M]*([L]^-1)^T 




      WRITE(60,*) '******************************************' 
      WRITE(60,*) '*** Soluzione problema agli autovalori ***' 
      WRITE(60,*) '******************************************' 




! calcolo [L]^-1 
! 
      call choldc(M,pe,3*nmax,p) 
! 
! memorizzo matrice [L] --> parte triangolare bassa di [M] 
! 
      do i=1,pe 
      do j=1,pe 
         if (i.eq.j) then 
         l(i,j)=p(i) 
         else if (i.lt.j) then 
         l(i,j)=0.d0 
         else  
         l(i,j)=M(i,j) 
         endif 
      enddo 
      enddo 
      write(60,*) 'matrice [L] :' 
      do i=1,pe 
         write(60,1) (l(i,j),j=1,pe) 
      enddo 
! 
! Calcolo [L]^-1 
! memorizzo L^-1 pari a L, poi con gauss costruisco la matrice inversa 
! 
      do i=1,pe 
      do j=1,pe 
  li(i,j)=l(i,j) 
  enddo 
  enddo 
! calcolo l'inversa 
      do i=1,pe 
    do j=1,pe 
       b(i,j)=1.d0 
    enddo 
  enddo 
  call gaussj(li,pe,3*nmax,b,pe,3*nmax) 
!  
! echo printing 
! 
      write(60,*) 
      write(60,*) 'matrice [L]^-1 :' Appendice 
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      do i=1,pe 
         write(60,1) (li(i,j),j=1,pe)   ! M è l'inversa 
      enddo 
! 
! calcolo [L]^T 
! 
      do i=1,pe 
      do j=1,pe 
         lt(i,j)=l(j,i) 
      enddo 
      enddo 
      write(60,*) 
      write(60,*) 'matrice [L]^T :' 
      do i=1,pe 
         write(60,1) (lt(i,j),j=1,pe) 
      enddo 
! 
! Prodotto [L]^-1*[K] = [TEM] 
! Set up 
! 
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
            TEM(I,J)=0.D0 
            C(I,J)=0.D0 
            VN(I,J)=0.D0 
         ENDDO 
      ENDDO 
! 
      CALL PRODMM(li,KE1,PE,PE,PE,TEM,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX) 
! Echo Printing 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Matrice [L]^-1*[K] = [TEM] :' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) (TEM(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
      WRITE(60,*) 
! 
! Costruzione matrice ([L]^-1)^T 
! 
      do i=1,pe 
      do j=1,pe 
         lit(i,j)=li(j,i)           ! lit = ([L]^-1)^T 
      enddo 
      enddo 
      write(60,*) 'matrice ([L]^-1)^T  :' 
      do i=1,pe 
         write(60,1) (lit(i,j),j=1,pe) 
      enddo 
! 




      CALL PRODMM(TEM,lit,PE,PE,PE,C,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX) 
! Echo Printing 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Matrice [TEM]*([L]^-1)^T = [C] :' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) (C(I,J),J=1,PE) 
      ENDDO 
! 
! Calcolo autovettori e autovalori 
! 
      CALL JACOBI(C,PE,3*NMAX,D,V,NROT) 
 
! Echo Printing 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Matrice autovettori V' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) (V(I,J),J=1,PE) 
      END DO 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Vettore autovalori D (finale)' 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) D(I) 
      END DO 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Num iter :',NROT 
      WRITE(60,*) 
! 
! Calcolo ([L]^T)^-1 
! 
      do i=1,pe 
  do j=1,pe 
     b(i,j)=1.d0 
  enddo 
      enddo 
      call gaussj(lt,pe,3*nmax,b,pe,3*nmax) 
      write(60,*) 'matrice ([L]^T)-1 :' 
      do i=1,pe 
         write(60,1) (lt(i,j),j=1,pe) 
      enddo 
! 
! Calcolo autovettori di partenza => ([L]^T)^-1*[V] = [VN] 
! 
      CALL PRODMM(lt,V,PE,PE,PE,VN,3*NMAX,3*NMAX,3*NMAX) 
! 
! Riordino autovalori 
! 
      CALL EIGSRT(D,VN,PE,3*NMAX) 
! 
      WRITE(60,*) Appendice 
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      WRITE(60,*) 'Scrittura autovalori dal < al > :' 
      WRITE(60,*) '*************************************' 
      WRITE(60,*) '*** Vettore autovalori D (finale) ***' 
      WRITE(60,*) '*************************************' 
      WRITE(60,*) 
      DO I=PE,1,-1 
         WRITE(60,1) D(I) 
      END DO 
      PI=4.D0*DATAN(1.D0) 
! 
! calcolo periodi propri naturali 
! T = 2*pi.greco/radq(omega^2) 
! 
      DO I=1,PE 
         T(I)=0.D0 
      ENDDO 
 
      DO I=1,PE 
         T(I)=2.D0*PI/(D(I)**(0.5)) 
      ENDDO 
!  
! Echo Printing 
! 
      WRITE(80,*) '****************************' 
      WRITE(80,*) '*** Periodi naturali (s) ***' 
      WRITE(80,*) '****************************' 
      WRITE(80,*) 
      DO I=PE,1,-1 
         WRITE(80,1) T(I) 
      END DO 
! 
! Echo Printing 
! 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Calcolo autovettori di partenza' 
      WRITE(60,*) '***************************************' 
      WRITE(60,*) '*** Matrice autovettori VN (finale) ***' 
      WRITE(60,*) '***************************************' 
      WRITE(60,*) 
      DO I=1,PE 
         DO J=1,PE 
         IF (ABS(VN(I,J)).LT.(1.D0*10.D0**(-10))) THEN 
         VN(I,J)=0.D0 
         ENDIF 
         ENDDO 
      ENDDO 
 
      DO I=1,PE 
         WRITE(60,1) (VN(I,J),J=PE,1,-1) 




!---- Specifiche formati 
1     FORMAT(1X,1000(E15.8,3X)) 
      RETURN 
      END 
 







C     SUBROUTINE SPETTRO 
C     Calcolo ordinata spettrale Se(T) per ciascun periodo proprio 
C     di vibrazione 
C 
C ********************************************************************** 
      subroutine spettro(nmax,T,Se,PE,SDe,D) 
      implicit none 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C nmax    max dimensione fisica array 
C T    periodi propri di vibrazione 
C PE    dimesione logica array 
C D    vettore autovalori 
C 
C Variabili in USCITA : 
C Se    ordinate spettrali (in accelerazione) 
C SDe    ordinate spettrali (in spostamento) 
C-----------------------------------------------------------------------  
!     ... Scalar Arguments ... 
  integer zona, suolo 
  integer eta 
  data eta/1/  ! per csi = 5 (fattore di smorzamento viscoso equivalente) 
  integer i,pe,nmax 
!     ... Array Arguments ... 
  real*8 ag(4)           ! PGA : Peek Ground Acceleration 
  real*8 S(5), Tb(5), Tc(5), Td(5) 
  real*8 T(3*nmax)   ! periodi propri di vibrazione 
  real*8 Se(3*nmax) ! vettore ordinate spettrali (in accelerazione) 
  real*8 SDe(3*nmax)! vettore ordinate spettrali (in spostamento) 
  real*8 D(3*nmax)   ! autovalori 
!    
! S : fattore di amplificazione dell'azione sismica 
! Tb, Tc, Td : periodi caratteristici 
! 
  data ag/0.35,0.25,0.25,0.05/ 
  data S/1.0,1.25,1.25,1.25,1.35/ 
  data Tb/0.15,0.15,0.15,0.15,0.20/ 
  data Tc/0.40,0.50,0.50,0.50,0.80/ 
  data Td/2.0,2.0,2.0,2.0,2.0/ 
! 
! Lettura a video dei parametri per la definizione dello spettro 
! 
  write(6,*) 'Acquisizione dati di input' 
  write(6,*) '--------------------------' 
  write(6,*)  Appendice 
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  write(6,*) 'Zona sismica: 1, 2, 3, 4' 
  read(5,*) zona 
  write(6,*) 'Tipo di suolo: A=1, B=2, C=3, E=4, D=5' 
  read(5,*) suolo 
!  
! Determinazione spettro di risposta elastico 
! 
! Set up 
! 
  do i=1,pe 
     Se(i)=0.d0 
  enddo 
 
  do i=1,pe 
  if (T(i) >= 0.d0 .and. T(i) <= Tb(suolo)) then 
      Se(i)=ag(zona)*S(suolo)*(1+T(i)/Tb(suolo)*(eta*2.5-1)) 
      else if (T(i) >= Tb(suolo) .and. T(i) <= Tc(suolo)) then 
      Se(i)=ag(zona)*S(suolo)*eta*2.5 
      else if (T(i) >= Tc(suolo) .and. T(i) <= Td(suolo)) then 
      Se(i)=ag(zona)*S(suolo)*eta*2.5*(Tc(suolo)/T(i)) 
      else if (T(i) >= Td(suolo)) then 
      Se(i)=ag(zona)*S(suolo)*eta*2.5* 
  &  (Tc(suolo)*Tb(suolo)/(T(i)**2)) 
      endif 
  enddo 
! 
! Echo Printing 
! 
  write(90,*) 'Parametri per la valutazione dello ', 
  &            'spettro di riposta' 
  write(90,2) zona 
  write(90,3) ag(zona) 
  write(90,*) 
  write(90,*) 'Tipo di suolo :' 
  if (suolo == 1) then 
     write(90,*) 'Terreno tipo A' 
  else if (suolo == 2) then 
     write(90,*) 'Terreno tipo B' 
  else if (suolo == 3) then 
     write(90,*) 'Terreno tipo C' 
  else if (suolo == 4) then 
     write(90,*) 'Terreno tipo E' 
  else if (suolo == 5) then 
     write(90,*) 'Terreno tipo D' 
  endif 
  write(90,*) 
  write(90,*) 'Periodi caratteristici :' 
  write(90,1) 




  write(90,*) 
  write(90,*) '********************************' 
  write(90,*) '*** Ordinate spettrali Se(T) ***' 
  write(90,*) '********************************' 
  write(90,*) 
  do i=pe,1,-1 
     write(90,4) Se(i) 
  enddo 
! 
! Calcolo ordinate spettrali in spostamento 
! 
  do i=1,pe 
     SDe(i)=Se(i)/D(i)      ! u.d.m. : mm 
  enddo 
! 
  write(90,*) 
  write(90,*) '************************************************' 
  write(90,*) '*** Ordinate spettrali in spostamento SDe(T) ***' 
  write(90,*) '************************************************' 
  write(90,*) 
  do i=pe,1,-1 
     write(90,4) SDe(i) 
  enddo 
! 
! Specifiche formati 
! 
1 format(1x,'S',5x,'Tb',3x,'Tc',2x,'Td') 
2 format(1x,'Zona sismica :',i3) 
3 format(1x,'PGA :',1x,f5.2) 
4 format(1000(E15.8))  
! 
! Termine del programma 
! 
  return 
  end  








C     SUBROUTINE MODALE 
C     Calcolo della massa modale partecipante 
C     del coefficiente di partecipazione modale 
C     dell'altezza effettiva 
C     Calcolo spostamenti max (analisi spettrale) 
C     Calcolo max forze sismiche equivalenti [Qmax] = [K]*[Xmax] 
C     Calcolo profili di carico multi-modali (Valles, Freeman) 
C 
C ********************************************************************** 
      SUBROUTINE MODALE(VN,MASS,VINF,NMAX,PE,SDe,Xmax,KE1,Qmax) 
      IMPLICIT NONE 
C----------------------------------------------------------------------- 
C Variabili in INGRESSO : 
C     VN         matrice le cui colonne sono gli autovettori di A 
C     MASS       matrice delle masse 
C     PE         dimensione logica matrici 
C     VINF       vettore di influenza del terremoto 
C     SDe        ordinate spettrali (spettro in spostamento) 
C     KE1        matrice di rigidezza equivalente 
C 
C Variabili in USCITA : 
C     MOD        massa modale partecipante per ciascun autovettore 
C     PF         coefficiente di partecipazione per ciascun autovettore 
C     hwi        altezza effettiva per ciascun modo di vibrare 
C     Xmax       matrice massimi postamenti (da analisi spettrale) 
C     Qmax       forze sismiche equivalenti 
C----------------------------------------------------------------------- 
C 
C---- Dichiarazione variabili 
C 
C     ... External Functions ... 
      EXTERNAL PRODMV2,PRODMM 
C     ... Scalar Arguments ... 
      INTEGER NMAX 
      INTEGER PE,I,J 
      REAL*8 W,W1,R 
      REAL*8 Eta,Me,He,W2,PFIN 
      real*8 pf1, He1 
C     ... Array Arguments ... 
      REAL*8 VN(3*NMAX,3*NMAX),MASS(3*NMAX,3*NMAX) 
      real*8 VINF(3*NMAX,1),VINFT(1,3*NMAX) 
      REAL*8 T1(3*NMAX),T2(3*NMAX) 
      REAL*8 FI(3*NMAX,1),FIT(1,3*NMAX) 
      REAL*8 FIN(3*NMAX,1),FINT(1,3*NMAX) Appendice 
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      REAL*8 MODA(3*NMAX),PF(3*NMAX) 
      real*8 hw          ! altezza totale edificio 
      real*8 hwi(3*nmax)        ! altezza effettiva 
      real*8 SDe(3*nmax)        ! ordinate spettrali 
      real*8 Lm(3*nmax)        ! coeff. di partecipaz. modale 
      REAL*8 Xmax(3*nmax,3*nmax)    ! matrice le cui colonne sono i max 
          ! spostamenti da analisi spettrale 
      REAL*8 XM(3*nmax)      ! spostamenti massimi SRSS 
      real*8 KE1(3*nmax,3*nmax)    ! matrice di rigidezza equivalente 
      real*8 Qmax(3*nmax,3*nmax)    ! forze sismiche equivalenti 
C Approccio di Valles 
      REAL*8 FIEQ(3*NMAX)      ! modo di vibrare equivalente 
      REAL*8 Etam(3*NMAX)      ! [fi]j^T*[M]*[R]/[fi]j^T*[M]*[fi]j 
      REAL*8 FIM(3*NMAX,3*NMAX)    ! ([fi]j*Etam)^2 = [fim]j 
      REAL*8 PSIF(3*NMAX)      ! [M]*[fieq] = [psif] -> distribuzione di 
forze laterali 
C Approccio di Freeman 
      REAL*8 PSIFRE(3*NMAX)      ! [PSI] = RADQ[SOM[Fmi^2]] -> distribuzione 
SRSS 
C 
C Calcolo prodotto [M]*[R] 
C 




C ANALISI SPETTRALE della STRUTTURA 
c CALCOLO DISTRIBUZIONE DI FORZE SISMICHE LATERALI PER CIASCUN MODO DI VIBRARE 
C 
C Set up matrice spostamenti max 
C 
      DO I=1,PE 
      DO J=1,PE 
         Xmax(I,J)=0.D0 
      ENDDO 
      ENDDO 
C 
      DO J=PE,1,-1               ! inizio ciclo per ciascun j-esimo autovettore 
         DO I=1,PE               ! autovettori "ordinati" 
         FI(I,1)=0.D0            ! set up 
         ENDDO 
         DO I=1,PE 
            FI(I,1)=VN(I,J)      ! salvo autovettore 
         ENDDO 
         DO I=1,PE 
         FIT(1,I)=FI(I,1)        ! autovettore trasposto 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [fij]^T*[M]*[R] = [Lm] 
C 
         Lm(J)=0.D0 Appendice 
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         DO I=1,PE 
            Lm(J)=FIT(1,I)*T1(I)+Lm(J)   ! coeff. di partecipaz. modale 
         ENDDO 
C 
C Prodotto [fi]i*[Lm]*Se(T) = Xmax 
C 
         DO I=1,PE 
            Xmax(I,J)=FI(I,1)*Lm(J)*SDe(J)*9806.d0  ! calcolo max spostamenti 
         ENDDO                    ! (u.d.m. mm) 
      ENDDO 
C 
      WRITE(91,*) 
      WRITE(91,*) '*****************************************' 
      WRITE(91,*) '***  Spostamenti massimi (spettrale)  ***' 
      WRITE(91,*) '*****************************************' 
      WRITE(91,*) 
  DO I=1,PE 
     WRITE(91,1) (Xmax(I,J),J=PE,1,-1) 
  ENDDO 
C 
C Calcolo spostamenti massimi (SRSS) 
C 
C Set up 
C 
  DO I=1,PE 
  XM(I)=0.D0 
  ENDDO 
 
  DO I=1,PE 
  DO J=1,PE 
     XM(I)=Xmax(I,J)**2+XM(I) 
  ENDDO 
  ENDDO 
  DO I=1,PE 
     XM(I)=SQRT(XM(I)) 
  ENDDO 
C 
      WRITE(91,*) 
      WRITE(91,*) '************************************' 
      WRITE(91,*) '***  Spostamenti massimi (SRSS)  ***' 
      WRITE(91,*) '************************************' 
      WRITE(91,*) 
  DO I=1,PE 
     WRITE(91,1) XM(I) 
  ENDDO 
C 
C Prodotto [KE1]*[Xmax] = [Qmax] 
C 




C Scrittura forze sismiche equivalenti 
C 
      WRITE(92,*) 
      WRITE(92,*) '************************************************' 
      WRITE(92,*) '***  Forze sismiche equivalenti (spettrale)  ***' 
      WRITE(92,*) '************************************************' 
      WRITE(92,*) 
  DO I=1,PE 
     WRITE(92,1) (Qmax(I,J),J=PE,1,-1)  ! (u.d.m. N) 
  ENDDO 
C------------------------------------------------------------------- 
C 
C Calcolo distribuzione di forze sismiche equivalenti con profilo 
C di carico multi-modale 
C DISTRIBUZIONE DI FORZE LATERALI, APPROCCIO di FREEMAN (distribuzione SRSS) 
C ===================================================== 
C Set up 
C 
  DO I=1,PE 
     PSIFRE(I)=0.D0 
  ENDDO 
C 
C Determinazione del profilo di carico di Freeman 
C 
  DO I=1,PE 
  DO J=1,PE 
     PSIFRE(I)=(Qmax(I,J)**2)+PSIFRE(I) 
  ENDDO 
  ENDDO 
 
  DO I=1,PE 
     PSIFRE(I)=SQRT(PSIFRE(I)) 




      WRITE(94,*) 
      WRITE(94,*) '**************************************' 
      WRITE(94,*) '***  Profilo di carico di Freeman  ***' 
      WRITE(94,*) '**************************************' 
      WRITE(94,*) 
  DO I=1,PE 
     WRITE(94,1) PSIFRE(I) 




C Calcolo distribuzione di forze sismiche equivalenti con profilo 
C di carico multi-modale 





  write(93,*) 'Profili di carico modali' 
  write(93,*) 
      DO J=PE,1,-1               ! inizio ciclo per ciascun j-esimo autovettore 
  write(93,*) 'Profilo di carico:',j 
  write(93,*) 
         DO I=1,PE             ! autovettori "ordinati" 
         FI(I,1)=0.D0            ! set up 
         ENDDO 
         DO I=1,PE 
            FI(I,1)=VN(I,J)      ! salvo autovettore (colonna j-esima di VN) 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [M]*[fi]j 
C 
         CALL PRODMV2(PE,PE,MASS,FI,T2,3*NMAX) 
 
      do i=1,pe 
  write(93,1) t2(i)       ! profilo di carico modale 
  enddo 
  write(93,*) 
C 
         DO I=1,PE 
         FIT(1,I)=FI(I,1)           ! autovettore trasposto 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[R] 
C 
         W=0.D0 
         DO I=1,PE 
            W=FIT(1,I)*T1(I)+W      ! numeratore 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[fi]j 
C 
         W1=0.D0 
         DO I=1,PE 
            W1=FIT(1,I)*T2(I)+W1    ! denominatore 
         ENDDO 
C 
C Calcolo [fi]j^T*[M]*[R]/[fi]j^T*[M]*[fi]j = Etam 
C 
     Etam(J)=W/W1      ! fattore di partecipazione modale etam 
C 
C Calcolo ([fi]j*Etam)^2 = [fim]j 
C 
     DO I=1,PE 
        FIM(I,J)=(Etam(J)*FI(I,1))**2 
     ENDDO Appendice 
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  ENDDO 
C 
C Calcolo modo di vibrare equivalente 
C 
C Set Up 
C 
  do i=1,pe 
  do j=1,pe 
     fieq(i)=0.d0 
  enddo 
  enddo 
C 
  DO I=1,PE 
  DO J=1,PE 
     FIEQ(I)=FIM(I,J)+FIEQ(I) 
  ENDDO 
  ENDDO 
 
  do i=1,pe 
     fieq(i)=sqrt(fieq(i)) 
  enddo 
 
  write(93,*) 'Fattore di partecipazione' 
  write(93,*) 
  do i=pe,1,-1 
  write(93,1) etam(i) 
  enddo 
  write(93,*) 
 
  write(93,*) 'Modo di vibrare equivalente' 
  write(93,*) 
  do i=1,pe 
  write(93,1) fieq(i) 
  enddo 
  write(93,*) 
C 
C Calcolo profilo (forma) di forze sismiche laterali 
C 
C Calcolo prodotto [M]*[fieq] = [psif] 
C 
      CALL PRODMV2(PE,PE,MASS,FIEQ,PSIF,3*NMAX) 
  write(93,*) 'Vettore di forma: distribuzione di carichi laterali' 
  write(93,*) 'Approccio di VALLES' 
  write(93,*) 
  do i=1,pe 
  write(93,1) psif(i) 






C Vettore di influenza del terremoto Trasposto 
C 
      DO I=1,PE 
         VINFT(1,I)=VINF(I,1) 
      ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [R]^T*[M]*[R] 
C 
      R=0.D0 
      DO I=1,PE 
         R=VINFT(1,I)*T1(I)+R 
      ENDDO 
C 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) '******************************************' 
      WRITE(60,*) '***  Massa modale partecipante e F.P.  ***' 
      WRITE(60,*) '******************************************' 
      WRITE(60,*) 
 
      WRITE(70,*) 
      WRITE(70,*) '*****************************' 
      WRITE(70,*) '***  Lm = [fi]^T*[M]*[R]  ***' 
      WRITE(70,*) '*****************************' 
      WRITE(70,*) 
 
      DO J=PE,1,-1               ! inizio ciclo per ciascun j-esimo autovettore 
         DO I=1,PE                ! autovettori "ordinati" 
         FI(I,1)=0.D0            ! set up 
         ENDDO 
         DO I=1,PE 
            FI(I,1)=VN(I,J)      ! salvo autovettore 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [M]*[fi]j 
C 
         CALL PRODMV2(PE,PE,MASS,FI,T2,3*NMAX) 
C 
         DO I=1,PE 
         FIT(1,I)=FI(I,1)           ! autovettore trasposto 
         ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[R] = Lm 
C 
         W=0.D0 
         DO I=1,PE 
            W=FIT(1,I)*T1(I)+W      ! numeratore 
         ENDDO 
     write(70,1) W 




C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[fi]j = 1 se autovettori normalizzati alle masse 
C 
         W1=0.D0 
         DO I=1,PE 
            W1=FIT(1,I)*T2(I)+W1    ! denominatore 
         ENDDO 
C 
C Calcolo ([fi]j^T*[M]*[R])^2 / [fi]j^T*[M]*[fi]j 
C 
         MODA(J)=W/W1 
C 
C Calcolo ([fi]j^T*[M]*[R])^2 / [R]^T*[M]*[R] 
C 
         PF(J)=W/R*100 
C 
      ENDDO                         ! fine ciclo su j-esima colonna ('autovettore') 
! 
! Scrittura a video altezza massima edificio 
! 
      write(6,*) 
      write(6,*) '----------' 
      write(6,*) 'Altezza massima edificio (mm) =' 
      read(5,*) hw 
! 
! Calcolo altezza effettiva per ciascun autovettore 
! 
  do j=pe,1,-1 
     if (pf(j).eq.0.d0) then 
     hwi(j)=0.d0 
       else 
     hwi(j)=hw/(1.d0/pf(j))/100 
     endif 
  enddo 
C 
C ... Echo Printing 
C 
      WRITE(60,*) 'Massa modale partecipante' 
      DO J=PE,1,-1 
         WRITE(60,1) MODA(J) 
      ENDDO 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Fattore di partecipazione (%)' 
      DO J=PE,1,-1 
         WRITE(60,1) PF(J) 
      ENDDO 
      WRITE(60,*) 
      WRITE(60,*) 'Altezza effettiva ' 
      DO J=PE,1,-1 
         WRITE(60,1) hwi(J) 






C Determinazione di altezza e massa effettiva equivalente attraverso il 
C calcolo del fattore di partecipazione data una forma di vibrare elastica 
C per la definizione di un sistema equivalente ad 1 GDL 
C        ============================================== 
C 
C Apertura file di input 
C 
      OPEN(100,FILE='Fin.dat',status='old') 
C 
C Lettura forma modale  
C 
      READ(100,*) 
      DO I=1,PE 
      READ(100,*) FIN(I,1) 
      ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [M]*[fi]j 
C 
      CALL PRODMV2(PE,PE,MASS,FIN,T2,3*NMAX) 
 
      DO I=1,PE 
         FINT(1,I)=FIN(I,1)         ! autovettore trasposto 
      ENDDO 
C 
C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[R] = Coeff. di partecipazione 
C 
      W=0.D0 
      DO I=1,PE 
         W=FINT(1,I)*T1(I)+W        ! numeratore 
      ENDDO 
 
      W2=W*W                        ! ([fi]j^T*[M]*[R])^2 
C 
C Calcolo prodotto [fi]j^T*[M]*[fi]j 
C 
      W1=0.D0 
      DO I=1,PE 
         W1=FINT(1,I)*T2(I)+W1      ! denominatore 
      ENDDO 
C 
C Calcolo Eta = [fi]j^T*[M]*[R] / [fi]j^T*[M]*[fi]j 
C 
      Eta=W/W1 
C 
C Calcolo Me = ([fi]j^T*[M]*[R])^2 / [fi]j^T*[M]*[fi]j 
C 




C Calcolo He = Htot / Eta 
C 
      He=hw/Eta 
C 
C ... Echo Printing 
C 
      WRITE(95,*) 'Fattore di partecipazione Eta' 
      WRITE(95,1) Eta 
      WRITE(95,*) 
      WRITE(95,*) 'Massa modale partecipante' 
      WRITE(95,1) Me 
      WRITE(95,*) 
      WRITE(95,*) 'Altezza effettiva' 
      WRITE(95,1) He 
C------------------------------------------------------------------- 
1     FORMAT(1X,100(E15.8,3X)) 
      RETURN 
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